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Kapitel 1

Motivation und Einfiihrung in
(t,m,s) - Netze (Digitale Netze) und
(t,s) - Folgen

Bei der Verwendung von quasi Monte Carlo Methoden ist es zur Vermeidung eines zu
hohen Integrationsfehlers wichtig, dass man Folgen mit niedriger Diskrepanz verwendet.
Wir werden sehen, dass (t,s) - Folgen in Bezug auf Diskrepanzen sehr niedrige obere
Schranken besitzen. In den weiteren Betrachtungen werden wir zuerst (t,m,s) - Netze und
die daraus resultierenden (t,s) - Folgen definieren. Im néchsten Kapitel werden wir, dann
Diskrepanzabschitzungen von (t,m,s) - Netzen und die dazu gehérenden Beweise sehen. In
Kapitel 3 sehen wir dann Diskrepanzabschéitzungen der ersten N Glieder einer (t,s) - Folge.
Im abschliefenden 4. Kapitel Sehen wir dann Konstruktionsprinzipien fiir (t,s) - Folgen und
gehen dann ndher auf die Konstruktion der Sobol-Folge ein. Am Ende dieses Kapitels sehen
wir dann noch Darstellungen der Diskrepanzen von verschiedenen Arten von (t,s) - Folgen.

Definition 1.1: Wir bezeichnen F = Hle[aib*di, (a; + 1)b=%) mit a;,d; € Z,d; > 0,0 <
a; < b% fiir 1 < i< s als elementares Intervall E in Basis b.

Definition 1.2: Seien 0 < ¢ < m ganze Zahlen. Dann ist ein (t,m,s) - Netz in Basis b, eine
Menge von Punkten P in I° fiir die gilt: A(E;P)= b’ fiir jedes elementare Intervall E mit
As(E) = bt=m,

Bemerkung 1.1: A\ (E) bezeichne das Mafl der s-dimensionalen Menge E.
Bemerkung 1.2: A(E;P) bezeichne die Anzahl der Punkte von P, welche in E liegen.

Definition 1.3: Sei ¢t > 0 eine ganze Zahl. Eine Folge zg, x1, ... von Punkte in I ist eine (t,s)
- Folge in Basis b, wenn fiir alle ganzen Zahlen k£ > 0 und m > t, die Punktmenge bestehend
aus den x, mit k* 0™ <n < (k+1)*b™ ein (t,m,s) - Netz ist.

Bemerkung 1.3: Die Van der Corput - Folge in Basis b ist also eine (0,1) - Folge in Basis b.

Bemerkung 1.4: Da fiir jedes (t,m,s) - Netz gilt, dass A(E;P) = b"\,(F) fur alle
elementaren Intervalle E mit \s(E) > b'~™ folgt, dass jedes (t,m,s) - Netz in Basis b, auch
ein (u,m,s) - Netz in Basis b ist fiir £ < u < m und jede (t,s) - Folge in Basis b ist auch eine
(u,s) - Folge in Basis b fiir u > t.






Kapitel 2

Diskrepanzabschitzungen fiir
(t,m,s) - Netze

Lemma 2.1: Sei P ein (t,m,s) - Netz in Basis b, sei E ein elementares Intervall in Basis b
mit A\s(E) =b"", sei 0 <u <m —t und sei T eine affine Transformation von E auf I°. Dann
werden die Punkte von P in E von T in ein (t,m-u,s) - Netz in Basis b transformiert.

Beweis: Wir wissen, dass A(E; P) = b™ ". Durch die Transformation der im Intervall E
liegenden Punkte von P bekommen wir eine neue Punktmenge P’ mit Kardinalitdat 6™~ " in
I*. Im folgenden Beweis bezeichnet Ay (t,m,s) die rechte seite der Ungleichung. Um zu zeigen,
dass P’ ein (t,m-u,s) - Netz in Basis b ist betrachten wir ein elementares Intervall E’ in Basis
b mit A\s(E’) = b'~" . Fiir # € E gilt T(z) € E', genau dann, wenn z € T~-Y(E'). T-Y(E")
ist allerdings ein elementares Intervall in Basis b mit A\s(T~1(E’)) = b~™, daraus folgt, dass
A(T~Y(E"); P) = b', und desshalb ist A(E'; P') = b’

Satz 2.1: Fiir die Stern-Diskrepanz eines (t,m,s) - Netzes in Basis b > 3 gilt,

ND(P) < btsi (f) <mz t) LSJ (2.1)

1=0

Beweis: Wir definieren D(J; P) = A(J; P) — NAs(J) fiir ein Intervall J C I°, wobei N die
Anzahl der Punkte von P ist. Wir fixieren ¢ > 0 und fahren fort mit einer doppelten Induktion
einerseits nach s > 1 und andererseits m > t. Sei zuerst s=1 und wir wahlen ein beliebiges
m > t. Ist ein Intervall J = [0,u),0 < u < 1 gegeben, spalten wir es auf in disjunkte Intervalle
Jp = [hb™ (b + 1)b™),h = 0,1,..,k — 1 und Jj, = [kb'"™ u)firk = |ub'~™]. Fiir ein
(t,m,1) - Netz P in Basis b, gilt D(Jp; P) = 0 fir 0 < h < k, daraus folgt D(J; P) = D(Jy; P).
Wegen 0 < A(Jg; P) < b' und 0 < b\ (J) < b folgt |D(J; P)| < bt. Damit folgt, dass
ND%(P) <b" = Ay(t,m,1), und damit ist (2.1) fiir s=1 gezeigt.

Sei jetzt s > 2 und nehmen wir an, dass (2.1) fiir s-1 und fiir alle m > ¢ gezeigt ist. Wir zeigen
jetzt (2.1) fir die Dimension s mit einer Induktion nach m > ¢t. Wenn m = ¢ dann sieht man,
dass ND3 (P) < N =b" = Ay(t, ¢, s) gilt, damit ist m = t alles gezeigt.

Angenommen wir haben (2.1) fiir m gezeigt und jetzt wollen wir es fiir ein (t,m+1,s) - Netz
zeigen, dazu zeigen wir |D(J; P)| < Ap(t,m + 1, s) fir jedes Intervall J = []7_,[0,u;) C I°.
Wir machen eine Fallunterscheidung bzgl. des Wertes von us. Wenn ug = 1 wenden wir auf P
die Projektion T : I® — I*~! definiert durch T'(vy,..,vs) = (v1,..,v5_1) fiir (v1,..,v5) € I an.
Das transformiert P in ein (t,m+1,s-1) - Netz P; in Basis b. Es gilt D(J; P) = D(T(J); P1),



daraus folgt aus der Induktionsannahme

ID(J; P)| < Ay(t,m+1,s — 1), (2.2)

Da auch Ay(t,m+ 1,5 — 1) < Ap(t,m + 1, s) gilt, folgt (2.1) fur den Fall us = 1.

Sei jetzt us < 1, sei | = |bus |, womit 0 <1 < b—1 gilt. Als néichstes, betrachten wir den Fall
0 <1 < |b/2]. Dazu spalten wir J in disjunkte Intervalle in J;, = Hf;ll [0, u;) X [%, %) fiir
h=0,1,..,1 — 1 und J, = [[52][0,u;) x [£,u,) auf. Dann gilt

!
D(J;P) =Y D(Jx,P) (2.3)
h=0

. Sei E; = [0,1)571 x [é, H'Tl und sei 7; eine affine Transformation von E; nach I°. Aus dem

Lemma vorher folgt, dass T} transformiert die Punkte von P welche in Ej liegen, in ein (t,m,s)
- Netz P» in Basis b. Daraus folgt: D(J;; P) = D(T;(J;); P2) und mit der Induktionsannahme
folgt:

|D(Jy; P)| < Ap(t,m, s) (2.4)
. Fiir 0 < h < [, transformiert die Projektion 7' : I® — I°*~! T wie im Fall us = 1, die Punkte
von P, welche in Ej, = [0,1)*"! x [%,% in ein (t,m,s-1) - Netz P?)(h) in Basis b. Damit,
D(Jy; P) = D(T(Jn); P3(h) ) und somit folgt mit der Induktionsannahme,

|D(Jp; P)| < Ap(t,m,s — 1) (2.5)
fiir 0 < h < [. Kombinieren wir nun die Ergebnisse (2.3), (2.4) und (2.5), erhalten wir:
|D(J; P)| < Ap(t,m,s) + [b/2] Ap(t,m,s —1) (2.6)

. Und weiter,

oo < 8 () (7 3]+ £ () (1) 4
S (DT S (O ) ] -aemrro

und damit ist (2.2) gezeigt.
Schlieflich, betrachten wir den Fall, dass L%J +1 < Ib—1. Wir betrachten J als die mengentheo-
retische Differenz der Intervalle L = Hf;ll [0,u;) x[0,1) und M = Hf;ll [0, u;) X [us, 1), und wir
spalten M auf in disjunkte Intervalle M; = [[321[0, us) x [us, By My, = TTEZ1[0.us) x (& bt
firh=1041,14+2,..,b — 1. Damit haben wir,

b—1

D(J; P) = D(J;P) = Y D(My; P) (2.7)

h=l
. Von oben wissen wir, |D(L; P)| < Ay(t,m + 1,s — 1). Das Intervall M; kann man gleich
behandeln wie das Intervall J; in (2.4), daraus folgt |D(M;; P)| < Ay(t,m, s), und fir [ < h <
b — 1, erhalten wir wie in (2.5), |D(Mp; P) < Ap(t,m,s —1). Zusammen mit (2.7) erhalten
wir,

|D(J; P)| < Ap(t,m+ 1,5 — 1)+ Ap(t,m,s) + (b— BJ —2)Ap(t,m,s — 1) (2.8)
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|D(J; P

() (R ) () () ()

oS () (T = s

=0

und damit haben wir den Satz fiir alle Fille gezeigt.

Satz 2.2: Fiir die Stern Diskrepanz eines (t,m,s) - Netzes P einer beliebigen Basis b gilt,

NDY(P) < btsi <m1t> (g) + (g — f <m7”1) <;’> (2.9)

=0

Beweis: Wir bezeichnen die rechte Seite von (2.9) als b' E(m, s), wobei wir die Abhéingigkeit
von b und t in E(m,s) der Einfachheit halber vernachléssigen. Betrachten wir den Beweis des
vorigen Satzes, sehen wir, dass es reicht ein Analogon zu (2.2) zu beweisen. Es reicht also die
Ungleichungen

E(m,s)+§E(m,s—1) < E(m+1,s) (2.10)
und
E(m+1,s—1)+ E(m,s) + (g — 2) E(m,s—1) < E(m+1,s) (2.11)

fiir s > 2 und m >t zu beiweisen.

E(m, s) + gE(m,s ~1) < Si <m5t> (Z)l +SZ§ <z‘m—_t1> (IQJ)Z

=0

SN T e

und damit ist (2.10) bewiesen. Da wir b beliebig gewihlt haben bemerken wir, dass es so den



Fall [b/2+1 <1 <b—1] ,analog wie im Satz zuvor, fiir b=2 nicht gibt, im weiteren nehmen
wir b > 4 an. Wir schreiben

E(m,s) = F(m,s) + (Z - 1> G(m, s) (2.12)
mit ‘
-5 () 2
’ =55 () ()
Damit

Fm+1,s—1)+ F(m,s)+ (g—l) F(m,s—1)

Weiters (

5—2 mitﬁi BN' 2 fmtrien\ (b))
D E) -2 )
-0 =0
m—t+s—2 b s=2  s73 m—t+i b i
:G(m+1,s)—<s—4><2) —':O( i+><2> .

Mit (2.12) ergibt sich

E(m+1,s—1)+ E(m,s) + (g—Q) E(m,s—1)=E(m+1,s)



G5 6)

Um (2.11) zu beweisen, ist noch zu zeigen, dass

() () () = () ()2 )EC) )

" - (2.13)

Fiir s = 2 und s = 3, ist es einfach die Ungleichung zu verifizieren. Fiir s > 4, beweisen wir,
dass fiir 0 < i < s — 2, der Koeffizient von (b/2)? auf der linken Seite den entsprechenden
Koeffizienten auf der rechten Seite von (2.13) nicht iibersteigt. Das ist trivial fiir ¢ = 0. Fiir
1 <¢ < s—3, haben wir

() (7)< (1)< (7)< (79
(L))

Fiir i = s — 2, haben wir zu zeigen, dass

(99 () ()

Das ist trivial fiir m = ¢, und fiir m > t + 1, erhalten wir

(7)) (540) - (+4) = ()
() (1)

somit ist (2.13) fur alle Fille gezeigt.

Wenn man die Schranken in (2.1) und (2.9) in der Termen bzgl. der Ordnung von m-t aus-
driickt, mit m > t, kann man sie in der Form

t s—1
ND4(P) < (531)' BJ (m —t)* 1+ O (m —t)*72)

Da die Anzahl N = 0™ von Punkten in einem (t,m,s) - Netz ist konnen wir den Ausdruck fiir
m > 0 schreiben als,

t s—1
ND?V(P) < (8 E 1)! (lL:g/(QbJ)> (log(N))s_l 4 O(bt(log(N))s_Q)



Betrachten wir jetzt nur die Fille s = 2, 3, 4.

Satz 2.3: Fiir s = 2, gilt fiir die Stern Diskrepanz eines (t,m,s) - Netzes P in Basis b

ND4(P) < V;l(m —t)+ 2J v

Beweis: Wir schreiben D(J;P) = A(J;P) — b™A2(J) fiir ein Intervall J C I°. Sei nun
J = [0,u) x [0,v) C I?. Wir schreiben u = Z] Lu;b79 mit u; € Z, fiir alle j > 1, und

setzen wir r = m — ¢ und d = 377 u;j. Dann kann [0,>7_; u;b~ J dargestellt werden als

7=1
eine disjunkte Vereinigung von u; elementaren Intervallen in Basis b mit Linge b~!, von
uo elementaren Intervallen in Basis b mit Linge b~2 und so weiter. Wir haben also eine
Darstellung mit d elementaren Intervallen F4,.., Ey in Basis b. Mit F = [Z;Zl uib™7, )

erhalten wir,

M&

D(E), x [0,v); P)| + |D(F x [0,v); P)|. (2.14)
h=1

Sei nun K ein beliebiges 2-dimensionales Intervall, welches in einigen 2-dimensionalen elemen-
taren Intervallen in Basis b mit Fliche b~" enthalten ist. Dann gilt 0 < A(K; P) < b* und
0 < b™N\(K) < b, damit gilt

|D(K; P)| < V. (2.15)

Als Néchstes, bemerken wir, dass fiir jedes elementare Intervall E in Basis b gilt

|D(E x [0,v); P)| < b (2.16)

Wenn A\ (E) < b7", folgt (2.16) aus (2.15). Sonst gilt A\;(E) =b"*ffeinea € Zmit 0 <a <.
In diesem Fall, sopalten wir [0, v) in eindiemsionale elementare Intervalle in Basis b der Lénge
b*~" und einem zusétzlichen Intervall F; mit Linge < b*~". Aus Bemerkung (1.1) folgt, dass
D(E x [0,v); P) = D(E x F1; P). Aulerdem ist E x F} enthalten in einem 2-dimensionalen
elementaren Intervall in Basis b mit Fldche ™" und damit folgt (2.16) aus (2.15).

Wir bemerken, dass F' x [0,v) in einem 2-dimensionalen elementaren Intervall in Basis b mit
Fliche b~" enthalten ist. damit folgt aus (2.14), (2.15) und (2.16), dass

|D(J; P)| < (d+ 1)¥' (2.17)

Sei nun L = [u,1) x [0,v). Wenn wir das Intervall [u,1) auf dieselbe Art behandeln wie
[0,u) am Beginn des Beweises, sehen wir, dass [u,1) dargestellt werden kann als isjunkte
Vereinigung von (b — 1)r — d eindimensionalen elementaren Intervallen in Basis b und einem
Intervall, welches in einem eindimensionalen elementaren Intervall in Basis b mit Lénge b™"
enthalten ist. Folglich, mit dem Argument das zu (2.17) fiihrte, erhalten wir

|ID(J; P)| < ((b—1)r —d+ 1)}.

Weiters,
D(J; P) = D([0,1) x [0,v); P) — D(L; P),



und, zusemmen mit (2.16) ergibt das,

|ID(J; P)| < ((b—1)r — d + 2)b". (2.18)

Es folgt, dass |D(J; P)| durch das Minimum der rechten Seite von (2.17) und (2.18) begrenzt
ist. Maximieren wir tiber 0 < d < (b —i)r, erhalten wir genau die Aussage des Beweises.

Satz 2.4: Fiir s = 3 und ein (t,m,s) - Netz P gilt die Abschéitzung

— 2 —
ND}(P) < KT) (m— )2 + b?l(m — 1)+ ZJ .

Beweis: Ohne Beweis.

Satz 2.5: Fiir s = 4 und ein (t,m,s) - Netz P gilt die Abschétzung

R
NDMHS{CE1>OW%P+?%JWm—#+z@—mm—w+wa

Beweis: Ohne Beweis.

Satz 2.6: Fiir ein (t,m,s) - Netz P in Basis b mit m > 0 gilt folgende Abschitzung

NDy(P) < B(s,b)b'(log(N))*~" + O(b' (log (N ))*~2),

wobei hier fiir s = 2 oder b = 2 und s = 3,4 gilt

A
Bls.b) = 5= (log(b)> |

sonst gilt

Beweis: Ohne Beweis.

Betrachten wir nun die Diskrepanzabschétzung fiir ein Netz das durch die Halton - Folge
entstanden ist:

NDy(P) < As—1(log(N))*~! + O((log(N))*~?)

wobei gilt

lim  log(As)
§— 00 ———— =
s log(s)
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damit steigt A liberexponential mit zunehmendem s und macht die Halton - Folge fiir hohe
Dimensionen unbrauchbar. Dieses Problem haben wir bei (t,m,s) - Netzen nicht mehr, denn
B(s,b) ist zwar fiir kleine s schlechter als Ag, geht aber fiir grofle s gegen 0.
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Kapitel 3

Diskrepanzabschitzungen fiir (t,s)
Folgen

im Folgenden bezeichnet Ay(t,m, s) eine Zahl fiir die ND} (P) < Ay(t, m, s) fur jedes (t,m,s)
- Netz P in Basis b gilt.

Lemma 3.1: Fiir die Stern Diskrepanz D7},(S) der ersten N Glieder einer (t,s) - Folge in
Basis b gilt,

k
ND%(S Z (t,m,s) + Ab(t k+1,s)+ ;ma:c(bt Ay(t,r,s))

m=t

, fiir N > bt, wobei k die groBte ganze Zahl ist, mit b* < N, wobei b" die gréfte Potenz von
b ist welche N teilt, und wir setzen Ay(t,7,s) =0, wenn r < t.

Beweis: Sei g, 71, .. eine (t,5) - Folge in Basis b. Fiir N > b sei N = Z 0 amb™ die
Darstellung in Basis b, so dass alle a,, € Zp, ar # 0 und k > t. Wir spalten die Punktemenge
x0, 1, .., tN—1 in Punktemengen P, auf, wobei P, aus den z;, mit 0 < n < a;b* besteht, und
fir 0 < m < k — 1, besteht P, aus den z,, mit Zi:m_ﬂ apb < n < Zz:m apb™. Die P,
mit a,, # 0 sind nichtleer und nach der Definition von (t,s) - Folgen in Basis b kann man sie
aufspalten in a,, (t,m,s) - Netze in Basis b mit m > ¢. Deshalb gilt

NDH(S) <) amp(t,m, s) + i amb™. (3.1)

Nun wenden wir dieselbe Methode auf die Punktemenge die aus den x, mit N < n < b*+t!
besteht an. Diese Menge hat

k
bk—i—l _ N = Z Conb™

m=0

Punkte wobei die rechte Seite die Ziffernentwicklung in Basis b ist. Verwenden wir die Tat-
sache, dass die Punktemenge bestehend aus den z, mit 0 < n < bF! ein (t,k+1,s) - Netz
formt, erhalten wir

t—1
ND%(S) < Ap(t, k+1,s) + ZcmAb (tm,s)+ > emb™ (3.2)
m=t m=0

12



Addieren wir (3.1) und (3.2) und dividieren wir durch 2,

k t—1
1 1
N D, - m + Cm)Ap( A 1, m + cm)b™. .
N ( 2mgta +c btms)—l— b(t k + s)—i—zmgo(a + cm)b (3.3)

Aus der Definition von r folgt, dass a,, = ¢,,, = 0fiir0 < m < r, a,+c¢, = b, und a;,+¢,,, = b—1
fir r <m < k. Wenn r <t — 1, dann ergibt (3.3)

k
1
Z Ab(t7m> 8) + §Ab(ta k+1, 5)

m=t

-1
NDy(8) < “

k
Z p(t,m,s) + Ab(trs)—i— Ab(tk+1s)

m=t

und damit folgt das Lemma.

Satz 3.1: Fiir die Stern Diskrepanz D3, (S) der ersten N Glieder einer (t,s) - Folge S in Basis

b > 3 gilt A
b s—1\ [k+1-t\ | b |t

ND* <7t 1 ; ~

v = 5 S () () [3]

1,5 7s k+1—t k—t bt
fbt ’ ; 2 0
22 () (7)) s
1=0
fir N > b*, wobei k die groBte ganze Zahl mit v* < N ist.

Beweis: Nach (2.1) gilt

Ay(t,m, s) = btjz_é (521) (m{t) BJ

Fiir N > !, gilt k > ¢, und man sieht, dass fiir die Zahl r in Lemma (3.1), r < k gilt. Wir
erhalten dann

b—1 , S (s-1\ | b ] & 1 1
* Tt )2 A s
NDyN(S) < b E ( i > { J (z) + 2Ab(t,k+1,s)+ 2Ab(t,k,s).

3 (7) = <ZM i 11) (3.4)

fiir alle M > 0 und 7 > 0, und damit ergibt sich der Satz.

13



Satz 3.2: Fiir die Stern Diskrepanz D3} (S) der ersten N Glieder einer (t,s) - Folge S in einer
beliebigen Basis b gilt

NDj(8) < (b~ 1)bt—1izs; (1) ( g)
()T B S () (D)
() () ()

fiir N > b*, wobei k die groBte ganze Zahl mit v* < N ist.

Beweis: Wir verwenden das Lemma (3.1) mit dem Ergebnis von Satz (2.1):

ston v (%) 0+ (- () Q)

Verfahren wir gleich wie im vorherigen Beweis erhalten wir,

NDx(9) < 621#%2; (g)kim —0(7)+5 <bzl) btjé <g> > <m+;+l>

1=

1 1
+§Ab(ta k+1, S) + §Ab(t7 k, S)‘

fiir N > b'. Wie bei (3.4) erhalten wir

MOE (v47)

m=0

k—t . k+i+1-—t k+it+-1—t .
m-+i+1 m m k+i+2—t
("= ()< X (H-(T).

m=0

m=i+1

und

und damit haben wir das gewiinschte Resultat.
Nun fiihren wir noch 2 Ergebnisse fiir Diskrepanzabschétzungen an die nur fiir fix gewéhlte
Dimensionen gelten.

Satz 3.3: Sei s = 2, dann gilt fiir die Stern Diskrepanz D} (S) der ersten N Gleider einer
(t,s) - Folge S in Basis b

1 1
ND#(S) < g(b — 1) (k —t)* + g(b —1)(b+9)b'(k —t) + Z(b + 1)
fiir N > b', wobei k die grofite ganze Zahl mit b < N ist.

14



Beweis: Ohne Beweis.

Satz 3.4: Sei s = 3, dann gilt fiir die Stern Diskrepanz D73/(S) der ersten N Gleider einer
(t,s) - Folge S in Basis b

1 1

ND(S) < (b= 130 (k — ) + E(b — 1)+ 5)b' (k — t)?
1 2 t 1 2 t
g0~ D% + 160+ 61)b" (k — £) + 2 (b° +4b+ 13)b

fiir N > b*, wobei k die groBte ganze Zahl mit v* < N ist.
Beweis: Ohne Beweis.

Satz 3.5: Sei s = 4, dann gilt fiir die Stern Diskrepanz D} (S) der ersten N Gleider einer
(t,s) - Folge S in Basis b

1
ND%(S) < —

<o DAt (k —t)* + 3%(1; — 130+ 50 (k1)

1 1 1
e 1)2(b* + 16b + 13)b (k — t)* + - 1)(76% + b + 64)b" (k — t) + 1—6(b3 + 8b+ 51)b'
fir N > b*, wobei k die groBte ganze Zahl mit b* < N ist.

Beweis: Ohne Beweis.
Die vorherigen Sétze fithren zu folgendem Resultat:

Satz 3.6: Fiir die ersten N Glieder einer (t,s) - Folge S in Basis b gilt
NDy(S) < C(s,0)b (log(N))* + O(b' (log(N))*™)

fiir N > 2, wobei fiir s = 2 oder b = 2 und s = 3,4 gilt
1/ b—-1)\°

C(s,b)=—| =——

e

1 b1 [[b/2])°
C(s,b) = s121(b/2] <log(b)> '

sonst gilt

Beweis: Ohne Beweis.

Auch dieses Ergebnis konnen wir wieder mit der Halton - Folge vergleichen. Fiir die gilt

NDy(S) < As(log(N))* + O((log(N))*™)

fir alle N > 2 wobei As wieder iiberexponentiell mit s ansteigt. Auch hier haben (t,s) -
Folgen einen Vorteil gegeniiber der Halton - Folge fiir héhere Dimensionen.
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Kapitel 4

Konstruktion und Implementation
der Sobol Folge

Zuerst beschreiben wir die allgemeinen Prinzipien zur Konstruktion von (t,s) - Folgen, zu
welchen auch die Sobol Folge gehort. Sei die Basis b > 2, s > 1 und B = 0,1,..b — 1. Wir
wéahlen

e cinen kommutativen Ring mit 1 R und mit Kard(R) = b;
e Bijektionen 1, : B — R fiir r = 1,2, .. mit ¢,(0) = 0 fiir alle suffizient hohe r;

e Bijektionen \;j : R — B fiir 1 <i < sund j =1,2,.. mit \;;(0) =0 fiir 1 <i < s und
alle suffizient hohe j;
° Elementecg-? eRfirl <i<s,1<j,und1<r.
Die Niederreiter Konstruktion funktioniert wie folgt:
Definition 4.1: Fiir 1 < ¢ < k und 0 < n, definieren wir die i-te Koordinate des Punktes P,

als -
PW = Z xffj)»b_j,
j=1

wobel

) =\ (Z c§?wr<ar<n>>> ,

r=1

fiir 1 < j. Mit n =22 a,(n)b" 1 ist die Ziffernentwicklung von n zur Basis b.

Wir nennen die Matrix C()) = (CS'?)lgj,r die Generatormatrix der i-ten Koordinate der (t,s) -
Folge. Wihlen wir die Basis b als Primzahl, wird aus R in den Konstruktionsprinzipien den
endlichen Korper GF(b). Sei

c(i)(l) = (cg‘zl, ..,c£21> € GF(b)l7

und sei '
C(dy,..dy; 1) = D1 <m < dy,1 <i<k.

Wir definieren p(C;l) als die maximale ganze Zahl d, sodass C(di,..,dg;!) ist Linear un-
abhiingig iiber GF(b) fiir alle nichtnegativen ganzen Zahlen di, .., dy, welche » 0, d; = d.
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Satz 4.1: Sei b eine Primzahl und sei R = GF(b). Wenn fiir eine ganze Zahl t > 0

t>1—p(C;l)

fiir jede ganze Zahl [ > t, ist die Folge die in der vorigen Definition gegeben ist eine (t,s) -
Folge in Basis b.

Beweis: Ohne Beweis.

Diese Resultat zeigt, dass es bei der Konstruktion von Folgen mit niedriger Diskrepanz ent-
scheident ist, Generatormatrizen C'" zu konstruieren, sodass p(C;l1) so groB wie moglich
ist. Wir beschreiben jetzt wie man solche Generatormatrizen am Besten konstruiert. Es
gibt eine Anndherung mithilfe der Laurent - Serienentwicklung tiber endlichen Koérpern. Sei
S(z) € GF(b, 2)

S(z) = Z a;z?
Jj=w

wobei alle a; € GF(b) und w eine beliebige ganze Zahl ist. Ab hier verwenden wir folgende
Notation: [S(z)] bezeichnet den polynomiellen Teil von S(z) € GF (b, z) und [S(2)],z) = [S(2)]
(mod p(z)) mit 0 < deg([S(=)]y(z)) < deg(p(2)).

Seien die Polynome p1(2), .., pr(z) € GF(b, z) paarweise relativ prim und sei e; = deg(p;) > 1
fir1 <i<k.Firm>1,1<1i<k, und j > 1, betrachten wir die Entwicklung

Yim\Z . i)/ - _r

durch welche die Elemente a(")(j,m,7) € GF(b) bestimmt werden. In diesem Fall hingt w < 0
von 1,j,m ab und jedes y;, (z) ist ein Polynom, welches so bestimmt ist, dass die Restpolynome
[Yim (2)]p(2), (J — 1)ei <m — 1 < je; unabhingig iiber GF'(b) fiir jedes j > 0 und i < k sind.
Damit definieren wir

D = ¢ (m; +1,m,r), (4.1)

mr —
fir 1 <i<k,m>1,und r > 1, wobei m; = [(m — 1)/e;].

Bemerkung 4.1: Die van der Corput Folge ist dquivalent zu einer allgemeinen Niederreiter
Folge, sodass k=1; b=2; alle Bijektionen \;j, v, sind identische Abbildungen; p;(z) = z; und
alle y1,(2) =1

Bemerkung 4.2: Sobol Folgen sind dquivalent zu allgemeinen Niederreiter Folgen in Basis
b=2, sodass alle Bijektionen \;;, 1, identische Abbildungen sind; p;(2) = z und fiir i = 2, .., k
ist p;(z) das (i-1)-te primitive Polynom in der Liste aller primitiven Polynome sortiert nach
nichtfallenden Graden; yim (2) = yin(2), wobei h = |m — 1|¢; + 1 und deg(y:n) = e; — h.

Lemma 4.1: Seien die Element c\. € GF (b) gegeben wie in (4.1). Dann sind fiir jede ganze
Zahl | > Z?zl(ei — 1) und alle ganzen Zahlen dy, .., d;, > 0 mit



die Vektoren A ‘ ‘
D) = (e, .)€ GF(v), (42)

1 <m <d;,1 <i<k sind linear unaabhéngig iiber GF(b).

Beweis: Nehmen wir an, dass die Vektoren in (4.2) linear abhéngig sind und daher

ko d;
DD ) =0 € GF(b)
i=1 m=1
mit alle fr(,i) € GF(b) erfiillen.
Man kann dies umschreiben als
k d; '
i=1 m=1

fir 1 <r <1, wobei m; = [(m — 1)/e;]. Bemerke

im(2) = Y (2)pi ()™ + g (2)pi(2)™ + .+ i) (2)pa(z) + (=),

wobei 0, (2) = [yam (2)/pi(2)™ 1 und i) (2) = [yim(2)/pi(2)W,(z) fiir 1 < g < mi+1 und

yl(gz (z) =0 fiir ¢ > m; + 1. Wenn wir nur den gebrochenen Anteil betrachten, haben wir

wobei ¢; = [(d; — 1)/e;]. Wir bezeichnen
fiu@) = Y Fy)

fir 1 < ¢ <¢ +1,1 <i<k. Esgilt deg(fiq) < e;). Mittels Partialburchzerlegung erhalten
wir fig(2) =0firallel1 <¢<g +1,1 <i<k. Dafirqg=q +1,

fiq(z): Z fm yzm -

m=gq;e;+1

Da yz(féﬂ)(z),qiei < m—1 < di(< (g; + 1)e;), linear unabhiingig sind iiber GF(b), haben

wir f,(f;) = 0 fiir gie; <m —1 < d; und 1 <4 < k. Wiederholen wir dasselbe Argument fiir
q=q,-., 1, folgt, dass alle f7(7§) =0.

Damit haben wir jetzt alle Mittel die wir zur Konstruktion von (t,s) - Folgen brauchen, was
noch fehlt ist eine Vorgehensweise zur effizienten Implementation. Eine effiziente Generierung
fiir (t,s) - Folgen in Basis b=2 unter Verwendung des Gray Codes wurde von Antonov und
Saleev vorgestellt. Hier besprechen wir nur den eindimensionalen Fall Mit s = 1, Basis b=2
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und die Bijektionen );; und ), sind die identische Abbildung. Wir bezeichnen ein Folge
Xn,n=0,1,2,..,2™—1, wobei m grof3 genug fiir praktische Anwendungen ist, zB. m =32. Aus
der Definition, erhalten wir X,, aus der Multiplikation der m x m Generatormatrix C = (c;;)
mit dem Index Vektor, sodass Cn, mit n = (ny,..,n,,)¢ fiir eine ganze Zahl n, wessen biniire
Darstellung n = 1,2 ! + ..n22 + n; ist. Betrachten wir den Gray code g = (g1, .., gm)" so
dass gj = nj +njy1 (mod 2) fiir j = 1,..,m, wobei wir npy,11 = 0 setzen.

Antonov und Saleev zeigten, dass

Cgn,n=0,1,..,2™m — 1,

die ersten 2" Punkte einer (t,s) - Folge festsetzen.

Diese Erkenntnis hat einen groflen praktischen Nutzen. Betrachten wir die Differenz zwischen
zwei angrenzenden Elementen in der Folge,

CgnXORCgpi1 = C(anORgn-‘rl)'

Definition 4.2: XOR ist ein Operator fiir 2 Werte modulo 2 mit folgenden Ergebnissen: 0
XOR0=0,1X0OR0=1,0X0OR 1=1,1X0OR 1 = 0. Fiir Vektoren gilt der Operator
komponentenweise.

Da der Vektor, g, XORgp+1, immer ein bindrer Vektor der Lénge 1 ist, konnen wir einfach
ausgehend von jetztigen Vektors, durch Bestimmung des zum positiven Komponenten des
Vektors dazugehorigen Spaltenvektors von C, das néchste Element in der Folge bestimmen.
Wollen wir die gerade besprochene Idee jetzt jetzt fiir eine (t,s) - Folge in einer beliebigen
Basis b verwenden, verwenden wir den b-nédren Gray Code, welcher folgendermafien definiert
ist: Wir definieren eine m x m - Matrix G =

Der b-nire Gray Code (g§”),..,g§#))t, n = 0,1,2,.. ist definiert durch G(nq,..,nmy)!, wobei

(n1,..,nm)t ein Vektor der Linge m ist, wessen Eintriige wir durch die Ziffernentwicklung der
Zahl n in Basis b erhalten, n = n,,b™ ' + .. + naob + n;. Daraus folgt der nichste Satz:

Satz 4.2: Sei e; der j-te Einheitsvektor der Lange m fiir j = 1,2,..,m. Dann ist

(g gty = g\ gy @y ey,

wobei @3 die Koordinatenweise Addition modulo b bezeichnet und j der kleinste Index mit
n; #b—11in (ny,..,ny) ist.

Beweis: Ohne Beweis.
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Als Néchstes werden wir noch ein paar Graphen sehen in denen veranschaulicht ist wie sich
die Diskrepanz von (t,s) - Folgen mit zunehmendem N #ndert. Verglichen werden hierbei
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