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Motivation

m In der Quasi-Monte Carlo Integration ist es wichtig Folgen mit
niedriger Diskrepanz zu verwenden.
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Motivation

m In der Quasi-Monte Carlo Integration ist es wichtig Folgen mit
niedriger Diskrepanz zu verwenden.

m Halton-Folge geniigt nicht allen Anforderungen
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m In der Quasi-Monte Carlo Integration ist es wichtig Folgen mit
niedriger Diskrepanz zu verwenden.

m Halton-Folge geniigt nicht allen Anforderungen
[
NDy(S) < As(log(N))® + O((log(N))*™)

fur alle N > 2, mit As(b, .., bs) = [[74 #_(;)
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m In der Quasi-Monte Carlo Integration ist es wichtig Folgen mit
niedriger Diskrepanz zu verwenden.
m Halton-Folge geniigt nicht allen Anforderungen
[
NDy(S) < As(log(N))® + O((log(N))*™)
fiir alle N' > 2, mit As(b1, .., bs) = [Ti-1 2ies(iy
m A, ist ein groBes Problem fiir groBe Dimensionen s

Markus Hofer MNr.: 0431166 Seminar Bakkalaureat TM Finanz- und Versicherungsmathemati



Einfiihrung in (t,m,s)-Netze und (t,s)-Folgen
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Einfiihrung in (t,m,s)-Netze und (t,s)-Folgen

m Definition: £ = []:_;[a;b=% (a; + 1)b~%) mit
aj,di € Z,d; >0,0< a; < b% fiir 1 <i<s wird als
elementares Intervall E in Basis b bezeichnet.
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Einfiihrung in (t,m,s)-Netze und (t,s)-Folgen

m Definition: £ = []:_;[a;b=% (a; + 1)b~%) mit
aj,di € Z,d; >0,0< a; < b% fiir 1 <i<s wird als
elementares Intervall E in Basis b bezeichnet.

m Definition: Seien 0 < t < m ganze Zahlen. Dann ist ein
(t,m,s)-Netz in Basis b, eine Menge von Punkten P in /* fiir
die gilt: A(E;P)= b! fiir jedes elementare Intervall E mit
As(E) = b=,
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Einfiihrung in (t,m,s)-Netze und (t,s)-Folgen

m Definition: £ = []:_;[a;b=% (a; + 1)b~%) mit
aj,di € Z,d; >0,0< a; < b% fiir 1 <i<s wird als
elementares Intervall E in Basis b bezeichnet.

m Definition: Seien 0 < t < m ganze Zahlen. Dann ist ein
(t,m,s)-Netz in Basis b, eine Menge von Punkten P in /* fiir
die gilt: A(E;P)= b! fiir jedes elementare Intervall E mit
As(E) = b=,

m Definition: Sei t > 0 eine ganze Zahl. Eine Folge xp, x1, ...
von Punkte in /* ist eine (t,s)-Folge in Basis b, wenn fiir alle
ganzen Zahlen k > 0 und m > t, die Punktmenge bestehend
aus den x, mit k* b™ < n < (k+1) % b™ ein (t,m,s) - Netz
Ist.
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Beispiele

Seminar/netze.JPG
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Bemerkungen
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Bemerkungen

m Die Van der Corput-Folge in Basis b ist also eine (0,1)-Folge
in Basis b.
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m Die Van der Corput-Folge in Basis b ist also eine (0,1)-Folge
in Basis b.

m Sobol-Folgen sind auch (t,s)-Folgen
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m Die Van der Corput-Folge in Basis b ist also eine (0,1)-Folge
in Basis b.

m Sobol-Folgen sind auch (t,s)-Folgen

m Da fiir jedes (t,m,s)-Netz gilt, dass A(E; P) = b™\s(E) fuir
alle elementaren Intervalle E mit A\¢(E) > b*~™ folgt, dass
jedes (t,m,s) - Netz in Basis b, auch ein (u,m,s)-Netz in Basis
b ist fiir t < u < m und jede (t,s)-Folge in Basis b ist auch
eine (u,s)-Folge in Basis b fiir u > t.
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Abschatzungen fiir (t,m,s)-Netze (1/4)
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Abschatzungen fiir (t,m,s)-Netze (1/4)

fiir eine Basis b > 3.
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Abschatzungen fiir (t,m,s)-Netze (1/4)

s\ /m—1t\ |b|
ND}(P) < bt
we <o () (") |
fiir eine Basis b > 3.

NDH(P) < 'S (’"i_ t) <§>i+

i=0

bts 2( —t+,+1> (b)i
2
i=0

1

fiir eine beliebige Basis b.
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Abschatzungen fiir (t,m,s)-Netze (2/4)
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Abschatzungen fiir (t,m,s)-Netze (2/4)

m Fir kleinere Dimensionen kdennen bessere Resultate erzielt
werden:
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Abschatzungen fiir (t,m,s)-Netze (2/4)

m Fir kleinere Dimensionen kdennen bessere Resultate erzielt
werden:

m Fiir s = 2, gilt fiir die Stern Diskrepanz eines (t,m,s)-Netzes P
in Basis b

NDy(P) < V’;l(m —t)+ SJ bt.
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Abschatzungen fiir (t,m,s)-Netze (2/4)

m Fir kleinere Dimensionen kdennen bessere Resultate erzielt
werden:

m Fiir s = 2, gilt fiir die Stern Diskrepanz eines (t,m,s)-Netzes P
in Basis b

NDy(P) < V’;l(m —t)+ SJ bt.

m Fir s =3 und ein (t,m,s)-Netz P gilt die Abschatzung

2
NDJ(P) < Kb;l> (m—t)?+ %(m )+ 4J bt.
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Abschatzungen fiir (t,m,s)-Netze (3/4)
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Abschatzungen fiir (t,m,s)-Netze (3/4)

m Fiir s =4 und ein (t,m,s)-Netz P gilt die Abschitzung
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Abschatzungen fiir (t,m,s)-Netze (3/4)

m Fiir s =4 und ein (t,m,s)-Netz P gilt die Abschitzung
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Abschatzungen fiir (t,m,s)-Netze (4/4)
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Abschatzungen fiir (t,m,s)-Netze (4/4)

m Fiir ein (t,m,s)-Netz P in Basis b mit m > 0 gilt folgende
Abschatzung

NDj(P) < B(s, b)b*(log(N))*~* + O(b*(log(N))*~2),
wobei hier fiir s = 2 oder b = 2 und s = 3,4 gilt

065~ (o)

1 (b))
Bs:b) = 5=y (/og(b)) |

sonst gilt
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Abschatzungen fiir (t,m,s)-Netze (4/4)

m Fiir ein (t,m,s)-Netz P in Basis b mit m > 0 gilt folgende
Abschatzung

NDj(P) < B(s, b)b*(log(N))*~* + O(b*(log(N))*~2),
wobei hier fiir s = 2 oder b = 2 und s = 3,4 gilt

1 b/2] \**
B(s,b) = Lb/2] .
(s —1)! \log(b)
m Betrachten wir nun die Diskrepanzabschatzung fiir ein Netz
das durch die Halton - Folge entstanden ist:

sonst gilt

NDy(P) < As_1(log(N))*~" + O((log(N))*~%)
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Abschatzungen fiir (t,s)-Folgen (1/5)
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Abschatzungen fiir (t,s)-Folgen (1/5)

m Lemma: Fiir die Stern Diskrepanz Dy/(S) der ersten N
Glieder einer (t,s)-Folge in Basis b gilt,

k
N b—1 1
NDN(S) < T m§:tAb(t7 m, S) + §Ab(t’ k+1, 5)+
1 t
Emax(b aAb(tv r, 5))
, fiir N > bt, wobei k die groBte ganze Zahl ist, mit bk < N,

wobei b" die groBte Potenz von b ist welche N teilt, und wir
setzen Ap(t,r,s) =0, wenn r < t.
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Abschatzungen fiir (t,s)-Folgen (2/5)
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Abschatzungen fiir (t,s)-Folgen (2/5)

m Fiir die ersten N Glieder einer (t,s)-Folge S in Basis b > 3 gilt:

w2520 ()L

i=1

WECET DL
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Abschatzungen fiir (t,s)-Folgen (3/5)
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Abschatzungen fiir (t,s)-Folgen (3/5)

m Fiir die Stern Diskrepanz Djy,(S) der ersten N Glieder einer
(t,s)-Folge S in einer beliebigen Basis b gilt

o0 (1) (o)

i=1

= I<k+:+1—t> <g>i+;bt§<<k+}_t> * (k'_t>>

=

() S () )G

i=0
fiir N > b*, wobei k die groBte ganze Zahl mit bk < N ist.
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Abschatzungen fiir (t,s)-Folgen (4/5)
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Abschatzungen fiir (t,s)-Folgen (4/5)

m Sei s = 3, dann gilt fiir die Stern Diskrepanz Dy, (S) der
ersten N Gleider einer (t,s)-Folge S in Basis b

ND3(S) < Qi(b 1)3bt (k- £)° + %(b—l)z(b+5)bt(k—t)2

1 1
+55(b— 1)(b? + 16b + 61)b*(k — t) + g(b2 + 4b + 13)b!

fir N > bt, wobei k die gréBte ganze Zahl mit bX < N ist.
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Abschatzungen fiir (t,s)-Folgen (5/5)
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Abschatzungen fiir (t,s)-Folgen (5/5)

m Fiir die ersten N Glieder einer (t,s)-Folge S in Basis b gilt

NDy(S) < C(s, b)b*(log(N))* + O(b*(log(N))*)
fiir N > 2, wobei fiir s = 2 oder b = 2 und s = 3,4 gilt

C(s,b) = % (270g(2) ) s

1 b—1 ([b/2]\*
C(s,b) = s12(b/2] </Og( )> ‘

sonst gilt
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Konstruktion der Sobol-Folge (1/4)
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Konstruktion der Sobol-Folge (1/4)

m Sobol-Folge ist (t,s)-Folge
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Konstruktion der Sobol-Folge (1/4)

m Sobol-Folge ist (t,s)-Folge

m auBerdem eine spezielle Niederreiter - Folge
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Konstruktion der Sobol-Folge (1/4)

m Sobol-Folge ist (t,s)-Folge
m auBerdem eine spezielle Niederreiter - Folge

m dafiir gibt es eine Konstruktion...
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Konstruktion der Sobol-Folge (2/4)

Niederreiters Konstruktionsprinzipien fiir (t,s)-Folgen:
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Konstruktion der Sobol-Folge (2/4)

Niederreiters Konstruktionsprinzipien fiir (t,s)-Folgen:

m einen kommutativen Ring mit 1 R und mit Kard(R) = b;
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Konstruktion der Sobol-Folge (2/4)

Niederreiters Konstruktionsprinzipien fiir (t,s)-Folgen:

m einen kommutativen Ring mit 1 R und mit Kard(R) = b;

m Bijektionen ¢, : B — R fiir r = 1,2, .. mit ¢,(0) = 0 fiir alle
suffizient hohe r;

Markus Hofer MNr.: 0431166 Seminar Bakkalaureat TM Finanz- und Versicherungsmathemati



Konstruktion der Sobol-Folge (2/4)

Niederreiters Konstruktionsprinzipien fiir (t,s)-Folgen:

m einen kommutativen Ring mit 1 R und mit Kard(R) = b;

m Bijektionen ¢, : B — R fiir r = 1,2, .. mit ¢,(0) = 0 fiir alle
suffizient hohe r;

m Bijektionen \jj: R — B fir1 </ <sundj=1,2,.. mit
Ajj(0) = 0 fiir 1 < i < s und alle suffizient hohe j;
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Konstruktion der Sobol-Folge (2/4)

Niederreiters Konstruktionsprinzipien fiir (t,s)-Folgen:

m einen kommutativen Ring mit 1 R und mit Kard(R) = b;

m Bijektionen ¢, : B — R fiir r = 1,2, .. mit ¢,(0) = 0 fiir alle
suffizient hohe r;

m Bijektionen \jj: R — B fir1 </ <sundj=1,2,.. mit
Ajj(0) = 0 fiir 1 < i < s und alle suffizient hohe j;

m Elemente cj(ri) ERfirl<i<s,1<j,und1<r.

Markus Hofer MNr.: 0431166 Seminar Bakkalaureat TM Finanz- und Versicherungsmathemati



Konstruktion der Sobol-Folge (3/4)
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Konstruktion der Sobol-Folge (3/4)

m Definition: Fiir 1 </ < k und 0 < n, definieren wir die i-te
Koordinate des Punktes P, als

j=1

wobei
,U lJ <Z ¢r(ar ) )

fir 1 <j. Mit n=>_°°, a,(n)b 1 ist die Ziffernentwicklung
von n zur Basis b.
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Konstruktion der Sobol-Folge (4/4)

Sobol Folgen sind dquivalent zu allgemeinen Niederreiter Folgen in
Basis b=2, sodass alle Bijektionen \j;, ), identische Abbildungen
sind; zusatzlich wird noch die Generatormatrix C speziell
konstruiert.
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Implementation
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Implementation

m Definition: XOR ist ein Operator fiir 2 Werte modulo 2 mit
folgenden Ergebnissen: 0 XOR0 =0,1 XOR0 =1, 0XOR 1
= 1,1 XOR 1 = 0. Fiir Vektoren gilt der Operator
komponentenweise.
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Implementation

m Definition: XOR ist ein Operator fiir 2 Werte modulo 2 mit
folgenden Ergebnissen: 0 XOR0 =0,1 XOR0 =1, 0XOR 1
= 1,1 XOR 1 = 0. Fiir Vektoren gilt der Operator
komponentenweise.

B n=n2""14+ m2+m
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Implementation

m Definition: XOR ist ein Operator fiir 2 Werte modulo 2 mit
folgenden Ergebnissen: 0 XOR0 =0,1 XOR0 =1, 0XOR 1
= 1,1 XOR 1 = 0. Fiir Vektoren gilt der Operator
komponentenweise.

B n=n2""14+ m2+m

m Gray code g = (g1, ..,8m)" so dass gj = nj + nj11 (mod 2) fiir
Jj=1,..,m, wobei wir np,y1 =0
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Implementation

m Definition: XOR ist ein Operator fiir 2 Werte modulo 2 mit
folgenden Ergebnissen: 0 XOR0 =0,1 XOR0 =1, 0XOR 1
= 1,1 XOR 1 = 0. Fiir Vektoren gilt der Operator
komponentenweise.

B n=n2""14+ m2+m

m Gray code g = (g1, ..,8m)" so dass gj = nj + nj11 (mod 2) fiir
Jj=1,..,m, wobei wir np,y1 =0

m Antonov und Saleev zeigten, dass Cg,,n =0,1,..,2™ — 1, die
ersten 2™ Punkte einer (t,s) - Folge festsetzen.
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Implementation

m Definition: XOR ist ein Operator fiir 2 Werte modulo 2 mit
folgenden Ergebnissen: 0 XOR0 =0,1 XOR0 =1, 0XOR 1
= 1,1 XOR 1 = 0. Fiir Vektoren gilt der Operator
komponentenweise.

B n=n2""14+ m2+m

m Gray code g = (g1, ..,8m)" so dass gj = nj + nj11 (mod 2) fiir
Jj=1,..,m, wobei wir np,y1 =0

m Antonov und Saleev zeigten, dass Cg,,n =0,1,..,2™ — 1, die
ersten 2™ Punkte einer (t,s) - Folge festsetzen.

m (g, XORCgni1 = C(anORgn+1)

Markus Hofer MNr.: 0431166 Seminar Bakkalaureat TM Finanz- und Versicherungsmathemati



Vielen Dank fiir Ihre Aufmerksamkeit!
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