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Kapitel 1

Monte Carlo Verfahren

Fiir ein grundlegendes Versténdnis der Quasi-Monte-Carlo Methode, sind Kenntnisse iiber
das Monte-Carlo Verfahren hilfreich.

1.1 Einfiihrung

Betrachten wir ein s-dimensionales numerisches Integrationsproblem. Fiir s = 1 gibt es be-
kannte Integrationsregeln wie z.B. Trapezregel oder Simpsonregel. Die Trapezregel ist ein
Verfahren 2. Ordnung d.h. lineare Funktionen werden exakt integriert. Im Vergleich dazu ist
die Simpsonregel ein Verfahren 4. Ordnung, womit eine exakte Integration kubischer Funk-
tionen moglich ist. Wenden wir die Trapezregel auf das abgeschlossene Einheitsintervall [0, 1]
an und erhalten folgende Form

/0 f(u)du ~ T;)wnf (%) (1.1)

mit m € IN und den Integrationsgewichten w,, die wie folgt definiert sind: wy = w,, = Lm
und w, = % fir 1 < n < m — 1. Wir erhalten einen Approximationsfehler von O(m~2),
vorausgesetzt f hat eine stetige 2. Ableitung auf [0, 1].

Im mehrdimensionalen Fall, s > 2, wo iiber ein Intervall integriert wird, verwendet man
fiir die numerische Integration das Kartesische Produkt von eindimensionalen Integrationsver-
fahren. Die Stiitzstellen werden als Kartesisches Produkt der eindimensionalen Stiitzstellen
gewahlt. Die Integrationsgewichte sind die entsprechenden Produkte der Eindimensionalen.
Ein s-dimensionales Integral kann nun als Iteration von eindimensionalen Integralen betrach-
tet werden. Zur Illustration betrachten wir das Kartesische Produkt der Trapezregel (1.1):

I_Sf( u)du ~ Z Z Wy, oW (—1,..., Zi), (1.2)

n1=0 ng=0

mit [ = [0,1]%, dem s-dimensionale abgeschlossene Einheitswiirfel und den Gewichtern die
analog wie in (1.1) zu wihlen sind.

In (1.2) erhalten wir N = (m+ 1)® Knoten. Aus der Fehlerabschitzung von (1.1) folgt fiir

die s-dimensionale Approximation aus (1.2) die Fehlerschranke O(m~2), vorausgesetzt 3 i JQC




ist stetig auf I* fiir 1 < i < s. Im Allgemeinen muss der Approximationsfehler aus (1.2) nicht
kleiner als der des Eindimensionalen sein.

Stellt man die Fehlerschranke mit Hilfe der Anzahl der Knoten dar, erhilt man O(N 772)
Man kann daraus erkennen, dass eine Erhohung der Dimensionen die Brauchbarkeit der
Schranke verringert. Jedoch um einen exakten Fehler garantieren zu konnen, z.B. < 1072,
bend6tigt man beinahe 10° Knoten. Woraus folgt, dass die Anzahl Knoten exponentiell mit
der Dimension s steigt. Diese Eigenschaft wird auch “Curse of Dimensionality“ genannt.

Um das exponentielle Steigen der Anzahl der Knoten in Abhéngigkeit der Dimension s
zu iiberwinden wurde in den 40er Jahren die Monte Carlo Methode entwickelt. Diese Metho-
de ist keine klassische numerische Integrationsmethode, wie z.B. Trapez- oder Simpsonregel,
sondern eine auf einer Zufallsstichprobe basierende Approximationsmethode. Aufgrund des-
sen hat diese Methode einen sehr starken wahrscheinlichkeitstheoretischen und statistischen
Einschlag. Ein positiver Aspekt dieser Methode ist, dass sie Integrationsfehler liefert, bei de-
nen die Anzahl der Knoten unabhéingig von der Dimension ist. Dies ist eine entscheidende
Verbesserung gegeniiber den klassischen numerischen Methoden.

Ein wichtiger Aspekt fiir die Monte Carlo Methode ist die richtige bzw. passende Wahl
der Zufallsstichprobe, denn die Giite der Methode hingt entscheidend von der Qualitéit der
Stichprobe ab; d.h. wie gut eine Stichprobe wahre Ereignisse wiedergibt.

Die Entwicklung der Monte Carlo Methode hat ein grofies Interesse an der Generierung von
Zufallszahlen und Zufallsvektoren hervorgerufen. Aufgrund der deterministischen Generierung
spricht man auch von Pseudozufallszahlen und Pseudozufallsvektoren die heutzutage mit Hilfe
von Computern abgehandelt wird. Erste Algorithmen zur Bestimmung wurden bereits in den
40ern entwickelt.

Wendet man die Monte Carlo Methode auf das numerische Integrationsbeispiel an, liefert
es nur eine probabilistische Fehlerschranke, was sich als Nachteil erweisen kann. Jedoch, wie
wir spéter sehen werden, ist es nicht so entscheidend, dass moglichst viele wahre Ereignisse
durch die Zufallsstichprobe erzielt werden, sondern eher eine gleichméssige Verteilung dieser
iiber den Integrationsbereich. Weiters werden wir sehen, dass durch die deterministische Wahl
der Knoten eine deterministische Fehlerschranke erreicht werden kann. Die Idee, die Knoten
so zu wihlen, dass der Fehler moglichst gering wird, ist das Grundkonzept der Quasi-Monte
Carlo Methoden. Dabei werden die Zufallszahlen durch exakt bestimmte Punkte ersetzt. Das
Hauptziel der Quasi-Monte Carlo Methoden ist es die Punkte so zu wéhlen, dass ein geringe-
rer Fehler als bei der Monte Carlo Methode erreicht wird.

1.2 Monte Carlo Verfahren

In diesem Abschnitt werden wir die Monte Carlo Methode im Zusammenhang mit der nume-
rischen Integration analysieren. Dazu betrachten wir die approximative Berechung folgenden
Integrals [ f(u)du mit dem Integrationbereich B C R® und 0 < A\y(B) < oo, wobei A\;(B) das
s-dimensionale Lebesgue Maf ist. Sei B ein Wahrscheinlichkeitsraum mit dem Wahrschein-
lichkeitsmafl dp = %. Weiters sei f € L'(u) wir erhalten

| fwin=nB) [ fan=\BEW) (1.3)
B B

wobei E(f) der Erwartungswert der Zufallsvariable f ist. Somit haben wir das Problem der



numerischen Integration auf ein Problem der approximativen Berechnung des Erwartungswer-
tes reduziert. Der Erwartungswert lasst sich durch das arithmetische Mittel darstellen. Diese
Idee kann auf allgemeine Wahrscheinlichkeitsrdume ausgeweitet werden.

Sei f eine Zufallsvariable auf einem beliebigen Wahrscheinlichkeitsraum (A, A, \). Fiir die
Monte Carlo Abschitzung des Erwartungswerts, seien ai,...,ay € A unabhingige und A-
verteilte Zufallsstichproben und

| X
NN ;f(an) (1.4)

Nach dem Starken Gesetz der groffen Zahlen gilt:

lim —Zfan =FE(f) A°f.s

wobei A*° das Produktmafl von uberabzahlbar vielen Kopien von A ist. Um den probabi-
listischen Fehler des Erwartungswertes (1.4) bestimmen zu kénnen brauchen wir die Varianz

()= [ (=B
die endlich ist wenn f € L?()\) ist.

Satz 1.1 Sei f € L?()\), dann gilt fiir jedes N > 1:

2
02
/ /< Zfan ~B(f )d)\(al)...d)\(an): Jsff).

Beweis: Sei g = f — E(f); dann ist [, gd\ = 0 und

1 & 1 &
NZf(an) —E(f) = Nzg(an)
n=1 n=1

Somit folgt:

/ /( Zfan ~ B(f >2d)\(a1)...d)\(aN)
/ /( Zgan>2dm1) AXaw)

N
_ %Z/A.../Ag(an)Qd)\(al)...d)\(aN)
by Y / / (ar)9(an)dA(@1)...dN(ay)
1

1<m<n<N

:—/fﬁzﬂu.
A

~—
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Satz 1.1 kann so interpretiert werden, dass der absolute Fehler von (1.4) im Mittel o(f)N ™~

ist, wobei o(f) = (02(f))% die Standardabweichung von f ist.
Betrachtet man den zentralen Grenzwertsatz erhilt man weitere Informationen iiber den Feh-
ler. Sei 0 < o(f) < oo, dann gilt

N
(eolp) _ 1 wo() 1 / _a
lim P < — an) — FE < = e 2dt
N (m Sy Sl BN <=7 )= |
fiir alle Konstanten ¢; < c¢s.

Betrachten wir nun die approximative Berechnung des Integrals (1.3) und verwenden wir
(1.4) so erhalten wir die Monte Carlo Abschitzung

N

As(B)
/Bf(u)du ~ > fln), (1.5)
n=1
wobei x1,...,zy unabhingige und p-verteilte Zufallsvariablen aus B sind. Der absolute

Fehler in (1.5) ist im Mittel As(B)o(f)N ~2. Daraus kann man bei der numerischen Integra-
tion, mit Hilfe der Monte Carlo Methode, eine probabilistische Fehlerschranke von O(N 7%)
ableiten. Diese Grofle hingt nur noch von der Anzahl der Knoten N ab und nicht mehr von
der Dimension s, im Vergleich dazu die Fehlerschranke O(N~%/*) der klassischen numerischen
Integrationsmethoden. Fiir s > 5 ist die Monte Carlo Methode zu bevorzugen.

Im Falle, dass der Integrationsbereich B sehr kompliziert ist und das s-dimensionale
Lebesgue-Maf} schwierig zu berechnen ist, ist es nicht sinnvoll (1.5), sondern eine alternative
Abschitzung anzuwenden. Dazu betrachtet man nach passsender Variablentransformation,
dass I* B beinhaltet.

/f(u)du— ~ f(u)ep(u)du
B Is

wobei cp die charakteristische Funktion von B ist. Wird das Integral gleich wie (1.5) ab-
geschiitzt erhélt man folgende alternative Monte Carlo Abschdtzung

1 N
/Bf(u)du ~ > flan), (1.6)

n=1
zn€B
mit z1,...,zy unabhingige Zufallsstichproben aus der Gleichverteilung auf I*. Haben
dieselbe Fehlerschranke wie in (1.5).

Die vorangegangene Beschreibung gibt einen kurzen Uberblick iiber den Ablauf der Monte
Carlo Methode. Von der Auslegung eines numerischen Integrationsproblems als Erwartungs-
wert von Zufallsvariablen, bis hin zur Analyse derer. Ein weiterer wichtiger Aspekt ist die
Generierung der Zufallsvariablen. Es ist ratsam sich nicht mit einer einzigen Berechnung zu-
frieden zu geben, sondern die Abldufe wiederholt auszufithren um die Glaubwiirdigkeit der
Ergebnisse zu erhéhen. Solche Ablauffolgen sind die typische Arbeitsweise von Stochastischen



Simulationen, zu denen auch die Monte Carlo Methode zahlt. Sie werden auch Simulations-
methoden genannt.

Trotz der vielfaltigen Anwendungsmoglichkeiten der Monte Carlo Methode, ist sie jedoch
kein Allheilmittel. Sie liefert nur eine probabilistische Fehlerschranke, was nie garantiert, dass
die erwartete Exaktheit auch erreicht wird. In gewissen Bereichen, wo verldssliche Resultate
unabdingbar sind, ist die Monte Carlo Methode unhaltbar.

Weiters muss darauf hingewiesen werden, dass die Fehlerschranke O(N _Tl) unter sehr
schwachen Voraussetzungen, ndmlich der Quadratintegrierbarkeit der Funktion, hélt. Es lédsst
sich kein Gewinn daraus erzielen, wenn die Funktion zusétzliche Eigenschaften aufweist. Im
Vergleich dazu kénnen in der klassischen numerischen Integration Funktionen unter zusétzlichen
Bedingungen, eine hohere Konvergenzrate mit sich bringen. Im Generellen lassen sich folgende
Nachteile der Monte Carlo Methode im Bereich der numerischen Integration zusammenfassen:

e Es existiert nur eine probabilistische Fehlerschranke
e Die Regularitidt der zu integrierenden Funktion wird nicht berticksichtigt

e Die Generierung der Zufallsstichproben ist schwierig.

Wie wir in Satz 1.1 gesehen haben, ist der MSE in der Monte Carlo Abschitzung #
Um die Effizienz der Methode zu verbessern, wurden einige Verfahren zur Verkleinerung
der Varianz entwickelt. Eine davon heifit , stratified sampling“(geschichtete Zufallsstichprobe)
und lduft wie folgt ab. Sei f eine Zufallsvariable aus dem Wahrscheinlichkeitsraum (A, A, \).
Zerlege A in Ay,..., Ay € Amit AN(4;) > 0 fiir 1 < j < k. Fiir jedes j 1 < j < k, wihle
N; unabhingige pj-verteilte Zufallsstichproben a(j ). ag\],) € Aj, mit p; = A(A;)” I\ dem
Wahrschelnhchkeltsmaﬁ auf A;. Verwenden wir nun d1e Abschatzung

/ fdx = Z A(A / fdp, Z fla
Der MSE dieser Abschatzung kann mit der selben Methode wie im Beweis von 1.1 berech-
net werden. Woraus folgt:
k

() = A(4) 1 ;
N X, /A (f‘MAj)/AJ.fdA) »

j=1

Um eine Varianzreduktion zu erreichen, miissen die INjs passend gew&hlt werden. Sei
N = Z?:l N; die Gesamtanzahl der Zufallspunkte, dann folgt:

Proposition 1.1 Ist N; = AN(A;)N, 1 < j <k, und ganzzahlig dann gilt:

£ A4y) 1 L)
; N /Aj f—)\(Aj)/Ajfd)\ dA. < —.

Beweis: Durch die Form von Nj geniigt folgendes zu zeigen:

Z / ( s /. ] fdA)QdA < [ 7~ B@0Pn




durch Ausquadrieren auf beiden Seiten erkennt man, dass es dquivalent zu

k 1 2
QSEIW(AW) ’

durch Anwendung der Cauchy-Schwarz-Ungleichung folgt:

2

p AAy)2 Ja,
k k 2 k 2
< ZIA(AJ) ZM )(/jfd)\> _;A (/Ajfd)\>

O

Ein weiteres Verfahren zur Varianzverringerung ist die “antithetic variates“ Methode. Wir
betrachten folgendes Integral
1
- [ s
0

Weiters fiithren wir folgende Hilfsfunktion ein:

1 1 Y
B(f) = Blg) = 5 3" glen) = 5 S(Fla) + £~ 2)
n=1 n=1

mit N unabhéingigen und glelchverteﬂten Zufallspunkten z1,...,xy € [0,1]. Nach Satz 1.1

ist der MSE der Abschitzung < (g) . Da aber 2N Funktionswerte von f in der Abschétzung

vorkommen, sollte man # %

Varianzreduktion erreicht werden kann.

mit vergleichen. Die folgende Proposition zeigt wie eine

Proposition 1.2 Ist f eine steitige und monotone Funktion auf [0,1] und g wie in (1.7) dann
gilt,

o2(g) < =o*(f).

Beweis:

7(0) = [ (o) = (@) Pau= [ (G0 + 50— ) = ()P

/f Ydu + = /f (1 —u)du — E(f)>.

Somit folgt, dass die Ungleichung dquivalent zu

/ Flu)f(1 —u)du < E(f)? st (1.8)



Durch die Substitution von f durch —f kann erreicht werden, falls notwendig, dass f nicht
fallend ist.

Pl = [ 0= ude - B

hat auf dem abgeschlossenen Einheitsintervall eine nicht steigende Ableitung F' = f(1 —u) —
E(f). Da F(0) = F(1) = 0 folgt, dass F(u) > 0 fiir alle u € [0, 1]. Daraus folgt

1
/0 F(u)df (u) > 0.

Durch partielles Integrieren erhalten wir

1 1
/ f(u)dF(u)—/ f(u)F'(u)du > 0.
0 0

Ersetzten wir in dieser Formel F’(u), durch den obigen Ausdruck, so erhalten wir (1.8).

1.3 Quasi-Monte Carlo Verfahren

Wir erinnern uns, dass wir bei der Monte Carlo Methode mit N zufillig gewdhlten Punkten
im Durchschnitt einen Fehler von N2 erhalten. Natiirlich existieren Folgen von Punkten
wo der absolute Fehler nicht grofler als im Mittel ist. Es wére jedoch hilfreich, wenn man
gezielt solche Folgen von Punkten konstruieren kénnte. Die Quasi-Monte Carlo Methode fiir
die numerische Integration zielt darauf ab, deterministische Folgen von Punkten zu konstru-
ieren, die eine wesentliche Verbesserung des in den Monte Carlo Methoden erreichten Fehlers
liefert. Die Integrationsregel fiir die Quasi-Monte Carlo Methode wird aus der Monte Carlo
Abschétzung iibernommen.

Betrachten wir den s-dimensionalen Einheitswiirfel als Integrationsbereich und dazu die
Quasi-Monte Carlo Approximation

1 N
jj@wﬁgﬂm. (1.9)

Die Ahnlichkeit mit der Monte Carlo Abschiitzung ist hier nicht zu iibersehen, jedoch ist
der Unterscheid, dass x1,...,zx € I° eine Folge deterministisch gew#hlter Punkte ist. Diese
sollte so gewihlt werden, dass ein kleiner Fehler in (1.9) garantiert werden kann. Analog zur
Abschitzung (1.6) folgt die

Quasi-Monte Carlo Approximation

N
1
flu)du =~ — f (), (1.10)
J ot 5 3
zn€B
mit B eine Teilmenge von I® und z1,...,zx deterministisch bestimmte Punkte € I°.

In Kapitel 2 werden wir den Fehler der Abschétzungen (1.9) und (1.10) genauer untersuchen.



Herr Scheibelhofer wird in seinem Vortrag “Folgen mit kleiner Diskrepanz® die Konstruktion
von Folgen betrachten, die einen kleinen Integrationsfehler garantieren.

In (1.9) liefert die Monte Carlo Methode im Mittel einen Fehler von O(N £l ), im Gegensatz
dazu erreicht man mit der quasi-Monte Carlo Methode, fiir passend gew&dhlte Punktfolgen,
eine Fehlerschranke von O(N~1(log(N))*~!). Diese Verbesserung ist natiirlich ein Vorteil der
quasi-Monte Carlo Methode. Da diese Methode ein vollstdndiger deterministischer Prozess
ist, garantiert er uns eine prézise Fehlerschranke. Weiters kann mit demselben Aufwand an
Leistung ein besseres Ergebnis erzielt werden. Dadurch ist die Quasi-Monte Carlo Methode,
die nicht nur fiir die numerische Integration existiert, der Monte-Carlo Methode iiberlegen.

Die Quasi-Monte Carlo Methode wurde in den 50ern erfunden und machte danach eine
rapide Entwicklung durch. Jedoch erst durch den Einsatz von Computern wurde sie populérer
und leichter berechenbar.

Bemerkung: Der Aufbau und die Aussagen dieses Kapitels sind im Allgemeinen analog
dem Kapitel 1 aus H. Niederreiter [4].



Kapitel 2

Quasi-Monte Carlo Verfahren

Wie wir bereits festgestellt haben ist die Grundidee der Quasi-Monte Carlo Methoden die
Zufallsstichproben bei den Monte Carlo Methoden durch Folgen von deterministischen Punk-
ten zu ersetzen. Die Wahl der Punkte héngt vom zugrundeliegenden numerischen Problem ab
und unterliegt dem Konzept der gleichverteilten Folgen und der Diskrepanz. Die Diskrepanz
kann als quantitatives Mafl der Abweichung von der Gleichverteilung gesehen werden.

2.1 Diskrepanz

Wir betrachten als Integrationsbereich I° := [0, 1]°. Weiters betrachten wir die Quasi-Monte
Carlo Approximation

N

1
8 flu) =+ > flan), (2.1)
n=1

mit z1,...,zx € I°. Im idealisigrtem Model ersetzten wir x1, ..., xn durch eine unendliche
Folge 1, xo,... von Punkten aus I°. Eine Mindestanforderung an diese Folge muss sein, dass

wir ein Konvergenzverhalten in (2.1) erhalten. Daher wollen wir eine Folge x1, 2, ... dass,

N

Jim < Zl fen) = | f(w)du (2:2)

gilt.

Definition 2.1 Die Folge x1, 2o, ... aus I®, heifit gleichverteilt auf I° wenn

N
Jim ; flan) = | fl)du
fiir alle stetigen Funktionen f € I°.
Eine #iquivalente Definition dazu ist: 1, 2o, ... ist gleichverteilt auf * wenn
| N
Jim nzl cy(xn) = As(J) (2.3)
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fiir s-dimensionale Subintervalle J aus I®, mit ¢y die charakteristische Funktion von J
und Ag das s-dimensionale Lebesgue Mafl ist. Wenn x1, o, ... gleichverteilt sind, dann héilt
(2.2) nur fiir Riemann-integrierbare Funktionen siehe [3]. Die Betrachtung liefert uns also,
dass die “guten“ Knoten in (2.1) jene sind, wo die empirsiche Verteilung der Gleichverteilung
nahe kommt. Anders gesagt die Punkte x1, ...,z sollten auf I° “gleichméBig* verteilt sein.
Wie bereits erwihnt, ist die Diskrepanz ein quantitatives Maf} fiir die Abweichung von der
Gleichverteilung.

Sei P eine Punktmenge x1, ...,z aus I® Fiir eine beliebige Teilmenge B aus I°, definieren
wir

N
A(BSIv ::EE:CB(xn%
n=1

mit cp der charakteristischen Funktion von B. A(B;P) ist eine Zahlfunktion, die die
Anzahl der z,, € B mit 1 < n < N zahlt.

Die eindimensionale Diskrepanz:

Definition 2.2 Sei x1,...,xy eine endliche Folge, dann heifst

Dy = Dn(z1,...,xy) = sup W—(v—u)

0<u<wv<1

Diskrepanz der gegebenen Folge.

Definition 2.3 Sei x1,...,z N eine endliche Folge, dann heifst

Ao

Dy = Dy(z1,...,xN) = sup N

0<u<1

Sterndiskrepanz der gegebenen Folge.
Satz 2.1 Die Folge S ist gleichverteilt genau dann, wenn imy_ Dy (S) = 0.

Beweis: Die hinreichende Bedingung ist klar.
Wéhle m > 2. Fiir 0 < k <m—1, sei I, = [k/m,(k+1)/m). Da S gleichverteilt ist, existiert
ein Ny = Nyp(m) € IN sodass fiir N > Ny und jedes k =0,1,...,m —1

e I N

Betrachten wir nun beliebige Teilintervalle J = [«, 3) von I. Es existieren Intervalle J;
und Jo, die endliche Vereinigungen der I}, sind, sodass J; C J C Ja, A(J) — A(J1) < 2/m und
AJ2) — A(J) < 2/m. Aus (2.4) erhalten wir fiir alle N > Ny :

N (1- 1) < AP AP AUSP) g (1Y,

wir erhalten:




durch A(J) <1 folgt:

m  m? N

3

+— fiiralle N > Np. (2.5)
m m

Da die Schranken in (2.5) unabhiingig von J sind, erhalten wir Dy (S) < (3/m) + (2/m?) fiir
alle N > No. (3/m) + (2/m?) kann beliebig klein gemacht werden, somit ist alles bewiesen.

O

Satz 2.2 Fir jede Folge S vom Umfang N gilt:
— < Dy < 1.

Beweis: Die rechte Ungleichung folgt direkt aus der Definition.
Wihlen € > 0, und sei x € I ein Element der Punktmenge. Weiters betrachten wir das
Intervall J = [z, +¢)NI. Dax € J, gilt: A(J; P)/N —X(J) > (1/N) = X(J) > (1/N) —e.
Daraus folgt Dy > (1/N) — ¢, damit ist die gewiinschte Ungleichung gezeigt.

O

Die mehrdimensionale Diskrepanz:

Sei B eine nichtleere Familie von Lebesgue-messbaren Teilmengen von I*, dann ist die
allgemeine Form der Diskrepanz der Punktemenge P gegeben durch

A(B; P)

Dn(B; P) = suppep N

— \(B)]. (2.6)

Wobei 0 < Dy (B; P) < 1 liegt. Bei angemessener Spezialisierung der Mengenfamilie B,
erhalten wir weitere wichtige Diskrepanzen. Wir setzen I* = [0, 1)°.

Definition 2.4 Die Sterndiskrepanz D} (P) = DX (x1,...,xn) der Punktmenge P ist defi-
niert durch Dy (P) = Dn(J*; P), wo J* eine Familie aller Teilintervalle von I° der Form

[17,[0,u;) ist.

Definition 2.5 Die Diskrepanz Dn(P) = Dn(z1,...,2n) der Punktmenge P ist definiert
durch Dy (P) = Dn(J; P), wo J eine Familie aller Teilintervalle von I® der Form [[;_, [u;, v;)
151.

Bemerkung 2.1 Sind die Punkte von P aus I°, dann gilt D3 (P) = Dn(J; P) und Dy (P) =
Dn(Je; P), mit JF der Familie der Teilintervalle von I° mit der Form [];_,[0,u;] und 7. die
Familie der abgeschlossenen Teilintervalle von I°.

Proposition 2.1 Fir jedes P deren Punkte in I® liegen, gilt

Dy(P) < Dn(P) < 2°Dy(P).

12



Beweis: Die erste Ungleichung folgt direkt aus der Definition.
Fiir s = 1 betrachten wir A([u,v); P) = A([0,v); P) — A([0,u); P) mit 0 < u < v < 1 und
A1 ([u,v)) = A1([0,v)) — A1([0,w)) daraus folgt:

A([u,v); P) A([0,v); P) A([0, u); P)
—(y — < | AP _
) -w)| < |2 i AP
verwenden jetzt noch das Supremum und die Ungleichung folgt.
Fir s=2:
Betrachte

J = {(acl,:cg) el’:u <z <v; und uy < x9 <v2}

= [uy,v1) X [ug,v2) mit 0<w; <v; <1, fiir i=1,2.
Daraus folgt:
J = {10, v1) % [0,02))\([0, u1) x [0,v2)) } A ([0, v1) % [0, u2))\([0,u1) % [0, uz))}
= (JINJ2)N\(I3\T5)
Weiters gilt:
A(J) = AUJT)=A(J2)=A(J35)+A(J5) mit A(J; P) = A(Jy; P)—A(Jy; P)—A(J5; P)+A(Jg; P)

Durch das selbe Argument wie fiir s = 1 folgt die Ungleichung.
Fiir s > 3 analog.

Es folgt, dass folgende Aussagen dquivalent sind:
e S ist gleichverteilt auf I°;

e limy o DN (S) =0;

e limy_.oo D3 (S) =0.

In diesem Sinn, kann die Diskrepanz und die Sterndiskrepanz als Quantifizierung der De-
finition von gleichverteilten Folgen in I® gegeben in (2.3) gesehen werden.

Fiir den Fall s =1 konnen explizite Formeln fiir D}, (P) und Dy (P) angegeben werden.

Lemma 2.1 Wenn die x1,...,2N,Y1,--.,YN € [0,1],|xn — yn| < € fiir 1 <n < N erfillen
dann gilt:
|D}k\[(x17"'7xN) _Dj\/'(y177yN)| < €,

|DN(CCl,...,CCN)_DN(yla"'7yN)| < 2e

13



.., Yn. Weiters

Beweis: Sei P die Punktemenge x1,...,xn und @ die Punktemenge yq,
betrachten wir J = [0,u) C [0,1). Wenn y,, € J, dann ist x,, € J; := [0,u +€) N[0, 1].

Daraus fOlgt
A J; Q
( ! ) — )\1( }) <

N
Wenn z,, € Jo := [0,u — €), dann ist y,, € J.

A(J; P .
AIP) e

Daraus folgt:
A(Jo; P
(i P) _ M (Jo) — e > —Dy(P) —e.

A(J; Q)
ALK () > 22
N 1) 2 N
Daher gilt Dy (Q) < Dy (P) + €. Durch Vertauschen von P und @ erhalten wir Dy (P) <

D3 (Q) + €, woraus | Dy (P) — Dy (Q)] < € folgt. Die 2. Ungleichung wird analog gezeigt.
O

Fiir s = 1 kann man die Punktemenge x1,...,zx ordnen.

Satz 2.3 Sei 0 <z <z <...<zxny <1, dann gilt
D ) = (‘n ‘n D* 1+ 2n —1
N(T1, .. N —OglanNmax N Il |y T %) = gy 12%XN Tn 5N
zy (Lemma 2.1), kénnen wir annehmen,

Beweis: Da D7, eine stetige Funktion von 1,
dass 0 < 1 < 9 < ... < xzy < 1 gilt. Weiters setzen wir xg = 0 und zny1 = 1. Sei P die

., besteht, dann gilt

Punktmenge die aus x1, ..
A(l0,u); P
([ ) u)? ) U

D% (P) = max su
N p
0<n<N g, <u<znis N
v
= max sup — —u
0<n<N g, <u<zni1 N
(|7 =l |5 —nn1])
— Imnax max -— — -— — X
0<n<N N "Nyt
‘ n n—1
— Inax max -— — X — — X
1<n<N N "N "
1 n 2n —1
= — max |T, —
2N = 1<n<n | 2N

Satz 2.4 Sei 0 <z <o <...<zy <1, dann gilt:

e, G n) - o, G o)
max N T lglzlélNN T ) -

Dy(@,..on) = N = 1<n<N

14



Beweis: Wie im Beweis von Satz 2.3, kénnen wir g : =0 <21 < ... <2y < 1:=2xN41.

Sei P die Punktmenge die aus x1,...,xy besteht, dann gilt
A(lu,v); P
Dy(P) = max sup Afw,v); P) (v—u)
ISISTEN 2y <u<mi N
xj<v§xj+1
u<v
L)
= max sup —(v—u
1<i<GSN g cu<zsq | NV
mj<v§mj+1

u<v

j—i
= Inax Imnax T - (.lej+1 - .CUZ)

1<i<j<N ’

Setze r, = n/N — x, fir 0 <n < N + 1 dann gilt:

1
Ti+1 =T = |

Dy(P) = max max
1<i<j<N

1
Tj_TiJrl"‘ND

= max
0<i<N
1<G<SN+1

N—FTZ'—T]' .

Ist der letzte Term eingeschrénkt auf 1 < 4,7 < N, dann ist der Wert eindeutig durch den
Ausdruck aus dem Satz fiir Dy (P) festgelegt. Durch

max r, > ry >0, min r, <71 < —,
1<n<N 1<n<N N

kann man erkennen, dass im letzten Ausdruck fiir Dy (P) die Terme fiir das Maximum ent-
weder ¢ = 0 oder j = N + 1 durch den Ausdruck aus dem Satz fiir Dy(P) iibertroffen
werden.

g

Hat man allgemeinere Integrationsbereiche als den I, muss man neue Arten von Diskre-
panzen betrachten. Die folgende ist fiir allgemeine konvexe Integrationsbereiche.

Definition 2.6 Die isotrope Diskrepanz Jn(P) = Jn(z1,...,2n) einer Punktmenge P ist
definiert durch Jx(P) = Dn(C; P), wobei C die Familie aller konvezen Teilmengen von I°
15t.

Es gilt folgende Ungleichung:

1
s

Dy(P) < Jy(P) < 4sDN(P)

Beweis siehe Niederreiter und Wills [7].

Aus dieser Ungleichung kann man erkennen, dass eine Folge S auf I°® gleichverteilt ist,
dann und nur dann wenn limy_,~ Jn(S) = 0 ist. Wobei Jy(5) die isotrope Diskrepanz der
ersten N Glieder von S ist.

Fiir Jordan-messbare Teilmengen von I® gibt es eine Unterteilung nach der Komplexitit ihrer
Rénder. Fiir B C I°* und € > 0, definieren wir

15



Bc={xz € I’ : d(z,y) < e fiir endlich viele y € B}

B_.={zel®:d(z,y) > € firale y € I°\B}

mit d als Euklidsche Metrik im R®. Sei b = b(€) eine nicht fallende Funktion definiert
fiir alle € > 0 und erfiillt lime_o4 b(e) = 0. Weiters sei M, die Familie von allen Lebesgue-
messbaren B C I° fiir die folgendes gilt:

As(BN\B) <b(e) und Ag(B\B_) <b(e) furalle € >0.
Jedes B € M, ist somit Jordan-messbar und umgekehrt jede Jordan-messbare Teilmenge

von I* gehort zu M,, fiir eine passende Funktion b.

Fiir M, betrachten wir nun die Diskrepanz Dy (My; P). Niederreiter und Wills [7] haben
eine Abschétzung fiir diese Diskrepanz in den Termen von Dy (P) gegeben. Wenn die Funktion
b fiir alle e > 0, b(e) > € erfiillt, dann kann wie folgt abgeschétzt werden:

D (My; P) < 4b(2y/5Dn (P)*).

In vielen Fillen hat die Funktion b die Form b(e) = Ce fiir eine Konstante C' > 0. Dann
folgt die Abschitzung

=

DN(Mb;P) < (40\/54- 2C + 1)DN(P)~ .

@

Da jede konvexe Teilmenge von I® zu My, mit by = 2se, erhalten wir

JN(P) S DN(M;P)

wenn b b(e) > 2se fiir alle € > 0 erfiillt. Wenn deine Folge S gleichverteilt auf I* ist, dann
gilt limy 00 DN (My; S) = 0,fiir jede beliebige Funktion b. Dy (My;S) ist die dazugehorige
Diskrepanz der ersten N Glieder von S. Unter gewissen Voraussetzungen an die Funktion b
gilt auch die Umkehrung: limy_,oo Dn(My;S) = 0 impliziert, dass S gleichverteilt ist auf I°.

2.2 Fehlerschranken

Wir haben bereits die Fehlerschranke fiir die Quasi-Monte Carlo Approximation (2.1) sowie
fiir allgemeinere Integrationsbereiche diskutiert.

Betrachten wir eingangs den I-dimensionalen Fall. Ein wichtiges Resultat ist die Koksma-
Ungleichung [2] .

Satz 2.5 Wenn f eine beschrinkte Variation V(f) auf [0, 1] hat, dann gilt fir alle z1,...,xn €
[0,1]:
N

1 1
¥ 2 fan) = [ e

n=1

S V(f)D}‘V(xl, N ,JJN).

16



Beweis: Wir kénnen annehmen, dass x1 < x9 < ... < zy gilt. Weiters setzen wir xg = 0
und xn4+1 = 1. Durch die Verwendung von partieller Summation und partieller Integration
erhalten wir:

1 & 1 N oo 1

=0
Nz .
—ZO/ (u- %) &

fir fixes n mit 0 <n < N haben wir
n * .
‘u—ﬁ‘gDN(:cl,...,xN) fir z, <u < xpi1

durch Satz 2.3 folgt die gewiinschte Ungleichung sofort.

Das Stetigkeitsmaf fiir eine stetige Funktion f auf [0, 1] ist wie folgt definiert.

oty = sup |fu)— f@)| far0<r<1
u,v€[0,1]
u—vl<t

Da f gleichmissig stetig auf I ist, gilt lim; .o ow(f;t) = 0.

Die folgenden Abschétzungen fiir stetige Integranden wurden von Niederreiter [5] aufgestellt.

Satz 2.6 Ist f eine stetige Funktion auf [0,1], dann gilt fir alle z1,...,zN € [0,1]

N ) = [ s

Beweis: Wir konnen wieder 1 < 29 < ... < zny annehmen. Durch den Mittelwertsatz fiir
Integrale folgt:

<w(f; Dy (x1,...,2N)).

1 N n/N 1 N
u)du = u)du = — n
[ rwa=32 [ =13 5

mit (n —1)/N < t, < n/N. Daraus folgt:

L 1 1 X
N 2 o) - | rwdu=5 3 (flan) = F(6)

Nun gilt |z, — t,| < Dy(z1,...,2n) fir 1 < n < N durch Satz 2.3, und das gewiinschte
Ergebnis folgt.

g
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Wir wollen nun die Koksma Ungleichung verallgemeinern und sie auch auf mehreren
Dimensionen anwenden. Eingangs miissen wir erwdhnen unter welchen Bedingungen eine
Funktion in mehreren Dimensionen eine beschrénkte Variation hat. Betrachten wir eine
gegebene Funktion f(z) = f(z™M,...,2()) aus I* mit s > 2. Unter einer Partition P

von I°, verstehen wir eine Menge von s endlichen Folgen n(()j ), . ,nﬁflg fir 1 < j < s mit
0= 17( ) < 77(]) < 77,(%3 =1 fiir 1 < j < s. Dazu definieren wir fiir jedes 1 < j < s, einen
Operator A; durch:
A, 2l 1)’771( D gD )
= f(ac(l), A ),nz(i) 1 20D ,:c(s)) — f(:c(l), o ,:c(jfl),ni(j),:c(jﬂ), o ,:c(s)) (2.7)
fir 0 <i <mj. Ay, . j, steht fiir Ay ... Ay .

Definition 2.7 Fiir eine Funktion f aus I° setzen wir:

m1—1 ms—1
VO = 3 3 (Aol )],
11=0 15s=0

wo sich das Supremum tber alle Partitionen P aus I® erstreckt. Wenn V(S)(f) endlich ist,
dann sagt man f hat eine beschrdnkte Variation im Sinne von Vitali.
Weitere Formulierungen:

V(s) = sup Z |A(f = J)]
JeP

wobei sich das Supremum iber alle Partitionen P von I® erstreckt.

duy ... dus (2.8)

ouq . ..0ug
sie hdlt wenn die partielle Ableitung stetig auf I° ist

Es folgt direkt aus der Definition des A-Operators, dass wenn die Funktion f aus I° von
weniger als s Variablen abhingt, dann ist V(®)(f) = 0. Deswegen betrachten wir folgende
Definition einer Variation:

Definition 2.8 Sei f eine Funktion mit beschrinkter Variation auf I® im Sinne von Vita-
li. Angenommen die Finschrinkung von f auf jeden Bereich F von I® mit der Dimension
1,2,...,s — 1 hat eine beschrinkte Variation auf F im Sinne von Vitali, dann hat f eine
beschrinkte Variation auf I° im Sinne von Hardy und Krause.

Anders formuliert:
S
=y > VO (friy, ... i),
k=11<i1<i2<...<ix<s

Wir fithren einen weiteren Operator ein, der fiir 1 < j < s definiert ist:

A;ff(:c(l), ™)y = W, g0 1, 20 )W) 20 0,201 ()
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Sei nun ein Ausdruck F(r,...,7 +p — L;7 + p,...,l) gegeben, der von der Partition der
Variablen iy, ..., in die Teile {4,...,4p4p—1} und {iy4p,..., %} abhingt, dann steht

Z Flry...,r+p—1r+p,...,0)

Ty, 85D

fiir die Summe aller Ausdriicke die von F(r,...,7+p—1;r+p,...,[), durch das sukkzessive
Ersetzen der gegebenen Partition {i,,...,%;} durch alle anderen Partitionen von dieser Menge
in eine Menge aus p und eine Menge aus [ — r — p + 1 Variablen, abgeleitet wurde. Jede
Partition wird genau einmal verwendet. Wenn entweder p = 0 oder p = —r 41 leer ist, dann
interpretiert man die Summe, als zu einem Term reduzierte Summe.

Lemma 2.2 Sei P eine Partition von I®, bestehend aus s Folgen n(J) . ,nz fur 1<5<s,

und Q eine weitere Partition von I° bestehend wieder aus s Folgen 50 f(] fdr 1<

j < s. Weiters seien f(z) und g(z) 2 gegebene Funktionen auf I°. Dann gzlt

mi1—1 mg—1
1) s 1 s
Z Z f 51(14_17"' zg+1)A 9(77@(1)7 --7771(@))
11=0 1,=0
=D YT A Z Z gD, P 2P )
p=0 1,...,8;p 11=0 ip=0
Arpf (€Y, €P 2D ), (2.9)

Beweis: siehe [3] S. 148.

Koksma-Hlawka Ungleichung

Satz 2.7 Sei f(x) eine Funktion mit beschrinkter Variation auf I° im Sinne von Hardy und

Krause. Weiters sei S eine endliche Folge mit den Punkten xi,...,xn in I° = [(_), 1)% und
sei sj,.....j, die Projektion der Folge S auf den (k — p)—dimensionalen Bereich von I° der wie
folgt definiert ist: UV = ... = z(@) = 1. Dann gilt:

<§:§: “Di(Spi1. VP (f(..,1,...,1),

p=11,..

fon /f )dx

wobei V®(f(...,1,1...,1)) die p-dimensionale Variation von f(z™M,... 2® 1, ... 1) auf
I? im Sinne von Vitali ist. Wo der Term der Summe p = s ist, versteht man D (SYVE ().
Die Diskrepanz D} (Sp+1,....s) ist berechnet auf dem Bereich von I° wo sie enthalten ist.

Beweis: Fiir eine Teilmenge M von I¢, definieren wir die Zahlfunktion A(M; P) durch
A(M). Weiters definieren wir eine Funktion g auf I°* durch
g(z) = g(zV,. ..z @)4Nmmxm) Cox [0,28))) — 2 20, (2.10)
wir setzen

Dy (5) = sup |g(x)],

zels
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und

DN (Spia,..s) = sup gzM, 2Py 1 ).
(;1;( )iy af;(P))G[P
Fir 1 <n < N, setzen wir z,, = (x%l), . :L'Slk))

Mit einer zulissigen Partitionierung von I° durch P und @ meinen wir ein Paar (P, Q).

P besteht aus s Folgen n(] ) ,nz(fn) Cfir 1 < 7 < s und @ besteht ebenfalls aus s Folgen
J

50 yeee ,fi(J — fiir 1 < j <s, die in folgender Relation zueinander stehen
™

0=¢ =n <&’ <n <&’ <’ <<l =g =1 1<j<s (211)

Weiter soll fiir jedes 1 < j < s die Folge féj ), e ,éi(j ) — mindestens die xgj ), .. (J ) enthalten.
™
Mit dieser zuléssigen 2er Partition kénnen wir nun das vorherige Lemma mit den Funktionen

f und g (2.10) anwenden. Betrachten wir eingangs die linke Seite von (2.9) und wir erhalten:

mi1—1 mg—1

ST e g DAL gl )

11=0 1, =0

mi—1 mg—1

= Y A €A A ) x - x [00)

i1=0 i, =0

mi1—1 mg—1

SD DT DI (G RERNNC RS R (2.12)
11=0 1, =0
Nun: )
Ar, A7) x o ox [0,0))

= Ar 1 A0, ) x L x [o,n§j>+1>> — A0,y x . .ox [0,7))

= A1 A0, 7)o 0,787 x ) )
1 1 s
= A<[n£3,n£111> x xS g 1)

Somit ist der erste Term auf der rechten Seite von (2.12) reduziert zu

mi—1 mg—1

—Z 3 e A ) ). (213)

11=0 i, =0
Es haben nur diese s-Tupel (i1, ...,7s) Bedeutung die ein z,, fir 1 < n < N im Intervall

[nz(ll),nz(lz_l) X ... X [ngf),nz.(fs)) +1) haben. Sollte dieser Fall eintreffen, dann folgt aus (2.11) und

der zusétzlichen Bedingung an @, dass x,, = (§“+1,.. 5@ +1) ist. Daher ist (2.13) nichts
anderes als () 2521 f(zy,). Daraus folgt fiir die linke Seite von (2.9):

N mi—1 ms—1
1 1 s
N @) = 30 DD FE R (2.14)
n=1 i1=0 1s=0
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Wir brauchen, dass g(xz) = 0 ist, wenn mindestens eine Koordinate verschwindet und

auBerdem soll g(1,...,1) = 0 sein. Wenn p = 0 ist in diesem Term, dann stimmt er mit
der rechten Seite von (2.9) iiberein. Namlich A’{y___vsg(x(l), o xYF(aW 20)) st daher
0. AuBerdem fiir 1 < p < s bleiben nur diese Terme iiber, wo die Variablen z®t1 .. z()

durch 1 ersetzt werden. Woraus folgt, dass die rechte Seite von (2.9) zu:

Z Z Z Z 77@1 7"'777Zp)717' B ) ,pf(gzl 7"'7§Z‘(f)717~-'71)' (215)
p=1

1,850 41=0 ip=0

Wir haben nun einen Zusammenhang zwischen (2.14) und (2.15) gefunden. Nun wollen wir
den Absolutwert von (2.15) abschitzen. Eine obere Schranke ist natiirlich durch:

ZZ Z Z(gml,---ﬂ%),l .,1)H T (SIS TORRR VI

p=11,..,s 11=0 pro

Der Absolutwert bringt mit sich, dass g gleichméBig beschrankt durch D} (Sp+1,.. ) ist. Die
restliche Summe iiber i1,...,1%, ist dominiert durch V@(f(...,1,...,1)).
Woraus folgt:

1 N m1—1 ms—1 O )
1
NZ Z Zf 11+1"" Zs+1)A 58Ty " - 77158
n=1 i1=0 1s=0

Z S DR (S ) VP (F( 1)), (2.16)

b= 17 -S85P

Wir bemerken, dass Al,,,,7snz-(l) e 772(5) = (7751le — 772(11)) e (771(@1_11 — 7755)), und daraus folgt, dass

(2.11), die Summe iiber iy, ...,is auf der linken Seite von (2.16) nichts anderes ist als eine
Riemann Summe fiir [, f(z)dz, impliziert. Der andere Term in (2.16) ist unabhéingig von
der gewéhlten 2er Partition (P, Q). Der Beweis wird dadurch komplettiert, dass man (P, Q)
durch eine Folge von zuléssigen 2er Partitionen mit

() )
1%?%(5 ogi‘%i (niyy —n;7) = 0
durchlaufen ldsst.
O
Satz 2.8 Fir alle z1,...,xn € I® und fir jedes beliebige € > 0, ezistiert eine Funktion
feC>®I*) mit V(f) =1 und
| X
=3 faw) —/I_ Fu)du| < DY(zns... o) — €.
n=1 s
Beweis: Durch die Definition von D3} (P) = Dy(x1,...,2N), existiert ein Intervall J =
[1;21[0,v;) mit 0 <v; <1 fiir1 <i<sund
A(J; P
‘% - )\s(‘])' > Dy (P) —
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Weiters existiert ein Intervall K = []7_;[0,¢;] mit 0 < ¢; < v; und v;—t; < ¢/(2s) fiir 1 <i <s
so, dass J\ K kein x, enthilt. Fiir gegebene 0 <t < v < 1, kénnen wir eine nichtsteigende
Funktion f;, € C*°([0,1]) mit f;,(u) =1 fir 0 <u <t und f;,(u) =0 fir v <wuw < 1.

Dann ist

f(u) = f(uh cee 7u8) = Hfti,vi(ui)
=1

eine Funktion in C°([0,1]) mit 0 < f(u) < 1 fiir alle u € I°, f(u) = 1 fiir u € K, und
f(u) = 0 fiir u ¢ J. Aus der Gleichung (2.8) bekommen wir V) (f) = 1. Da f(u) = 0 wenn
eine Koordinate von u = 1 ist. Wir haben V) (f:iy, ... i) = 0 wenn 1 < k < s ist. Woraus
wir V(f) = 1 erhalten. Es ist ersichtlich, dass

und dass
A(K) < [ fu)du < Ag(J).
IS

Da As(J) — Xs(K) <37 (vi — t;) < €/2, folgt, dass

> 'w M) - 5> DR(P) e

g

Es gibt auch eine mehrdimensionale Version des Satzes 2.6. Fiir eine stetige Funktion f
auf I definieren wir folgendes Stetigkeitsmafl

w(f;t)= sup |f(u)— f(v)] fur t>0 (2.17)
u,vefs
lu—v|I<t
wo |lu|| = maxj<i<s |u;| fir w = (ug,...,us) € R®. Die folgende Abschitzung geht auf

Proinov [8] zuriick.

Satz 2.9 Ist f stetig auf I®, dann gilt fir alle x1, ..., x5 € I°:

1 N
SONLCORY RO

< 4w(f7D}kV(x17 s 7:CN)1/S)‘

ohne Beweis

All diese Fehlerschranken laufen daraus hinaus, dass eine kleine Sterndiskrepanz einen
kleinen Integrationfehler der Quasi-Monte Carlo Methode garantiert. Wie man solche Punkt-
folgen konstruiert wird Herr Scheibelhofer in seinem Vortrag néher erldutern.

Betrachten wir noch etwas allgemeinere Integrationsbereiche. Durch Translation oder Kon-
traktion kénnen wir annehmen, dass der Integrationsbereich B in I® liegt. Die folgende Feh-
lerschranke (in Termen von der isotropischen Diskrepanz) wurde von Zaremba [9] bewiesen.
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Satz 2.10 Wenn B C I* konvex ist und f eine beschrinkte Variation V(f) auf I° im Sinne

von Hardy und Krause hat, dann gilt fiir jede Punktmenge P die aus 1, ...,xN € I° besteht,
N
1
Y2 S [ m] <0+ D))
Cxn€Bn=1 B

ohne Beweis

Die allgemeinste Situation ist, wenn wir einen B betrachten das aus einer Familie Jordan-
messbarer Funktionen stammt. Der folgende Satz ist eine Verbesserung von de Clerck [1] und
eine Idee von Niederreiter [6].

Satz 2.11 Wenn B € M, ist und f eine beschrinkte Variation V(f) auf I® im Sinne von
Hardy und Krause hat, dann gilt fiir jede Punktmenge P die aus x1,...,xN € I° besteht,

N

1
> = [ ] < (V) +FAL DDD (M P).
Cxn€Bn=1 B
ohne Beweis
Der Ausdruck |f(1,...,1)] in den letzten beiden Séitzen ist notwendig um auch fiir konstante

Funktionen f zu halten.
Bemerkung: Der Aufbau und die Ausagen dieses Kapitels sind analog dem Kapitel 2

aus H. Niederreiter [4] und den Aussagen von L. Kuipers und H. Niederreiter [3] iiber die
eindimensionale Diskrepanz und die Koksma-Hlawka Ungleichung.
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