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Kapitel 1

Einleitung

Im Deutschland des Jahres 1874 zeigte Georg Cantor, dass das Kontinuum überabzähl-
bar ist. Seine Überlegungen wurden damals von vielen führenden Mathematikern ab-
gelehnt, etwa von Leopold Kronecker. In Frankreich jedoch wurden sie vergleichsweise
freundlich aufgenommen und beeinflussten viele wichtige Mathematiker, etwa Emile
Borel und Henri Lebesgue, welche um 1900 die Grundsteine der modernen Maßtheorie
legten sowie eine Neudefinition des Integralbegriffs wagten.

Aus Cantors Resultat folgt, dass sich die reellen Zahlen nicht der Reihe nach
aufzählen und mitsamt ihren Eigenschaften in eine Liste eintragen lassen, auch nicht
in eine unendlich lange Liste und mit beliebig Zeit. Um das Wesen reeller Zahlen zu
beschreiben ist also ein Klassifikationssystem nötig, mittels dessen sich die reellen Zah-
len in Klassen mit bestimmten Eigenschaften einordnen lassen, so dass dann nur noch
die Natur dieser Klassen beschrieben werden muss. Die neu entstandene Maßtheorie
lieferte das nötige Werkzeug für diese Herausforderung.

Natürlich stellte sich auch sofort die Frage, welche Eigenschaften “typisch” für re-
elle Zahlen sind, über welche Eigenschaften also “fast alle” reellen Zahlen verfügen. So
lassen sich etwa die reellen Zahlen in rationale und irrationale Zahlen unterteilen, wo-
bei erstere Maß 0 besitzen (Cantor bewies dass es nur abzählbar viele rationale Zahlen
gibt, was sich leicht mittels des Cauchy’schen Diagonalverfahrens zeigen lässt; Borel
bewies dass abzählbare Mengen Maß 0 besitzen), weshalb fast alle Zahlen irrational
sind. Eine “typische” reelle Zahl ist also irrational.

Häufig wird die Geburtsstunde der metrischen Zahlentheorie mit dem Erschei-
nen Borels einflussreicher Arbeit “Les probabilités dénombrables et leurs applications
arithmétiques” [14] angegeben. Darin untersucht er die Eigenschaften “typischer” reel-
ler Zahlen in Hinblick auf ihre Dezimalentwicklung bzw. Kettenbruchdarstellung (siehe
Kapitel 8.7). In diesem Artikel gab er auch eine erste Definition für Normalität einer
Zahl an (siehe Kapitel 2.1 und 2.3), und zeigte gleich, dass fast alle reelle Zahlen absolut
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normal sind (siehe Kapitel 3.1), ein Resultat, das sich als Spezialfall (und erstmaliges
Auftreten) des später entdeckten starken Gesetzes der großen Zahlen interpretieren
lässt (siehe S. Ducray [38]). Auch mittels Ergodentheorie und der Theorie dynamischer
Systeme lässt sich dieses Resultat heute recht einfach sehen (siehe etwa P. Billingsley
[11]). Interessanterweise ist die Menge normaler Zahlen, obwohl aus maßtheoretischem
Blickwinkel sehr groß, aus topologischer Sicht relativ klein: es handelt sich dabei um
eine “magere” Menge, wie in Kapitel 3.3 gezeigt wird.

Eine normale Zahl ist, vereinfacht gesagt, eine solche, in deren Nachkommastel-
len alle möglichen Ziffern mit gleichen Wahrscheinlichkeiten auftreten, und ebenso alle
zweistelligen Ziffernkombinationen, also etwa “00”, “01”, “02” usw., alle dreistelligen
Ziffernkombinationen etc. Eine zur Basis 10 (also im Dezimalsystem) normale Zahl
enthält also etwa die Ziffer “0” mit einer asymptotischen relativen Häufigkeit von 10−1

und den Ziffernblock “25021982” mit einer asymptotischen relativen Häufigkeit von
10−8, also insbesondere unendlich oft. More dramatically, wie G. Harmann [49] meint,
ist die Vorstellung, dass in den Kommastellen einer normalen Zahl auch der geneti-
sche Code einer jeden Person (interpretiert als Ziffernblock) unendlich oft aufscheint,
und ebenso der genetische Code aller Menschen, die je gelebt haben oder leben werden.

Ebenso wie das Resultat, dass alle reellen Zahlen absolut normal sind, aus wahr-
scheinlichkeitstheoretischer Sicht heute gewissermaßen trivial erscheint, gilt ähnliches
für eine erste Diskrepanzabschätzung (siehe Kapitel 6) durch A. Khintchine [62] 1924,
die sich aus heutiger Sicht als Spezialfall (und erstmaliges Auftreten) des später ent-
deckten Gesetzes des iterierten Logarithmus lesen lässt (siehe N.H. Bingham [12]).

Es ist relativ kompliziert, normale Zahlen explizit zu konstruieren. Da sich Nor-
malität einer Zahl in einem gewissen Sinn auch als “Zufälligkeit” der Anordnung der
Ziffern interpretieren lässt überrascht es, dass die bekannteste und erste explizit ange-
gebene (durch D.G. Champernowne [23] 1933) normale Zahl eine besonders einfache
Struktur aufweist. Es ist nämlich die sogenannte “Champernowne-Zahl”

0.1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 . . .

normal zur Basis 10, wie in Kapitel 4.1 gezeigt wird. Eine weitere, einfach strukturierte
normale Zahl ist die “Copeland-Erdös-Konstante”

0.2 3 5 7 11 13 17 19 23 29 . . . ,

gebildet durch “Hintereinanderschreiben” der Primzahlen in aufsteigender Reihenfol-
ge, welche, wie Champernowne bereits vermutet hat und wie durch A.H. Copeland
und P. Erdös [32] 1946 beweisen wurde, normal zur Basis 10 ist. Der Beweis dieser
Behauptung ist in Kapitel 4.2 angegeben, gefolgt von einer weiteren bekannten, von
H. Davenport und P. Erdös stammenden Methode zur Konstruktion normaler Zahlen
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(Kapitel 4.3) sowie einem relativ aktuellen Ergebnis von Y. Nakai und I. Shiokawa
(Kapitel 4.4).

Einen wichtigen und interessanten Zusammenhang zwischen Normalität von Zahlen
und der Theorie der Gleichverteilung modulo 1 stellte D.D. Wall [153] in seiner Dok-
torarbeit 1949 her: er zeigte, dass eine relle Zahl a genau dann normal zu einer Basis β
ist, wenn die Folge a, βa, β2a, β3a, . . . gleichverteilt modulo 1 ist. Dieses Resultat wird
neben anderen in Kapitel 2.4 vorgestellt; Grundlegendes zur Theorie der Gleichvertei-
lung findet sich in Kapitel 2.2.

Fragen danach, was sich aus Normalität zu einer bestimmten Basis hinsichtlich Nor-
malität zu anderen Basen schließen lässt, und ob Normalität einer Zahl überhaupt von
der Darstellung in einer bestimmten Basis abhängt oder nicht, wurden von J.W.S. Cas-
sels [22] und W. Schmidt [126][127] beantwortet. In Kapitel 5 werden zwei diesbezügli-
che Artikel von Cassels bzw. Schmidt präsentiert.

Ob Zahlen wie
√

2, π oder e absolut normal, normal zu manchen bestimmten Basen
oder zu keiner einzigen Basis normal sind, ist nach wie vor nicht geklärt. In Kapitel 7
wird dieser Frage anhand (relativ) aktueller Forschungsergebnisse nachgegangen.

In Kapitel 8 schließlich werden einige von vielen möglichen Verallgemeinerungen
der Normalität reeller Zahlen angegeben, und in Kapitel 9 wird kurz auf diverse Arti-
kel und Ergebnisse hingewiesen, die aus Zeit- und Platzgründen keinen umfassenderen
Eingang in vorliegende Arbeit finden konnten.



Kapitel 2

Definitionen und grundlegende
Resultate

2.1 Definitionen

Bezeichne a eine beliebige reelle Zahl. Dann kann a bezüglich einer festen ganzzahligen
Basis β ≥ 2 in der Form

a = bac +
∞∑

n=1

anβ
−n mit an ∈ {0, . . . , β − 1} (2.1)

dargestellt werden. Diese Darstellung ist eindeutig, wenn man verlangt, dass für un-
endlich viele n die Ungleichung an < β−1 gilt. Wir schreiben a = (bac+0.a1a2a3 . . . )β ,
oder, wenn klar ist, um welche Basis β es sich handelt, einfach nur a = bac+0.a1a2a3 . . . .
Für uns von Interesse wird häufig nur der Bruchteil einer Zahl a = bac + 0.a1a2a3 . . .
sein, den wir als {a} schreiben. Es ist also {a} = 0.a1a2a3 . . . .

Anmerkung: Eine ähnliche Darstellung wie (2.1) existiert auch bezüglich nicht-
ganzzahligen Basen β > 1 (siehe Kapitel 8.6, S. 115). In der vorliegenden Arbeit ist
aber mit “Basis” stets eine ganze Zahl größer oder gleich 2 gemeint, abgesehen von
Kapitel 8.6, in dem eine Verallgemeinerung des Begriffs “normale Zahl” auf nicht-
ganzzahlige Basen angegeben wird.

Bezeichne An den Block der ersten n Nachkommaziffern von a. Weiters bezeichnen
wir zu jeder ganzen Zahl b, für die 0 ≤ b ≤ β − 1 gilt, mit N(b, An) die Anzahl des
Vorkommens der Ziffer b in An. Genauer gesagt:

Definition 2.1.1 Sei β ≥ 2 eine ganze und a = bac + 0.a1a2a3 . . . eine reelle Zahl,
sowie b eine ganze Zahl mit 0 ≤ b < β. Wir definieren

N(b, An) = #{i ∈ N : 0 ≤ i ≤ n, ai = b}
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Eine Zahl a heißt, anschaulich gesprochen, “einfach normal” genau dann, wenn jede
mögliche Ziffer in der Entwicklung 0.a1a2a3 . . . mit gleicher asymptotischer relativer
Häufigkeit auftritt. Genau definieren wir diese Eigenschaft folgendermaßen:

Definition 2.1.2 Eine reelle Zahl a heißt “einfach normal” zur Basis β genau dann,
wenn

lim
n→∞

1

n
N(b, An) =

1

β

für jede ganze Zahl b mit 0 ≤ b < β gilt.

Beispiel 2.1.1 Die Dezimalzahl 0.1̇2̇3̇4̇5̇6̇7̇8̇9̇0̇ = 0.1234567890123456789012 . . . ist
einfach normal zur Basis 10, da jede mögliche Ziffer 0 ≤ b ≤ 9 mit einer asym-
ptotischen relativen Häufigkeit von 1

10
auftritt.

Anmerkung: Die zu Beginn dieses Kapitels angegebene Bedingung für die Eindeu-
tigkeit der Darstellung reeller Zahlen ist für uns in einem gewissen Sinn irrelevant.
Bekanntlich ist etwa 0.29999 · · · = 0.30000 . . . oder 0.9999 · · · = 1.00000 etc. Für uns
ist es aber gleich, welche dieser beiden möglichen Darstellungen gewählt wird, da Zah-
len mit nicht eindeutiger β-adischer Darstellung nie einfach normal sind. Bei solchen
Zahlen sind nämlich ab einem Index entweder alle Ziffern gleich 0 oder gleich β− 1, es
ist also im Grunde egal, welche der beiden möglichen Darstellungen wir wählen. Den-
noch wollen wir, um mögliche Konfusionen zu vermeiden, immer von jener Darstellung
mit unendlich vielen Ziffern ungleich β − 1 ausgehen.

Eine reelle Zahl heißt “normal”, wenn nicht nur jede einzelne Ziffer, sondern jeder
mögliche Ziffernblock mit entsprechender Häufigkeit auftritt. Um dies genauer aus-
drücken zu können, bezeichnen wir für jeden k-stelligen Ziffernblock Bk = b1b2 . . . bk
mit N(Bk, An) die Anzahl des Vorkommens des Blockes Bk unter den ersten n Nach-
kommastellen von einer reellen Zahl a, also in An.

Definition 2.1.3 Sei β ≥ 2 eine ganze und a = bac.a1a2a3 . . . eine reelle Zahl, sowie
Bk = b1b2 . . . bk ein k-stelliger Ziffernblock, bestehend aus Ziffern zur Basis β (es gilt
also 0 ≤ bi < β für 1 ≤ i ≤ k). Wir definieren

N(Bk, An) = #{i ∈ N : 0 < i ≤ n− k, ai = b1, ai+1 = b2, . . . , ai+k = bk}

Definition 2.1.4 Eine reelle Zahl a heißt “normal” zur Basis β, wenn für jedes natürli-
che k ≥ 1 und jeden k-stelligen Ziffernblock Bk

lim
n→∞

1

n
N(Bk, An) =

1

βk

gilt.
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Ganz offensichtlich ist jede Zahl, welche dieses Kriterium erfüllt, also normal zu
einer Basis β ist, auch einfach normal zu derselben Basis, da einzelne Ziffern als ein-
stellige Ziffernblöcke aufgefasst werden können.

Eine normale Zahl explizit anzugeben ist recht kompliziert. Ein Beispiel ist etwa
die sogenannte “Champernowne-Zahl” 0.1234567891011121314 . . . , die normal zur Ba-
sis 10 ist (siehe Kapitel 4.1, Seite 40). Eine einfach normale Zahl muss im Allgemeinen
nicht auch normal sein. Die weiter oben angegebene Zahl 0.1̇2̇3̇4̇5̇6̇7̇8̇9̇0̇ etwa ist nicht
normal zur Basis 10, da beispielsweise der Ziffernblock “13” in ihrer Dezimalentwick-
lung kein einziges Mal auftritt.

Man beachte auch folgendes: Mit einer Zahl a sind alle Zahlen der Form a+ k mit
einer beliebigen ganzen Zahl k ebenfalls normal, da diese dieselben Kommastellen be-
sitzen. Dabei beachte man, dass wir mit unserer zu Beginn angegebenen Schreibweise
z.B. die Zahl −0.12 als −1 + 0.88 schreiben. Es ist daher nicht ad hoc klar, dass mit a
auch −a normal ist. Dennoch ist dies der Fall, wie Proposition 2.4.2 zeigen wird.

Eine rationale Zahl kann nicht normal sein (sehr wohl allerdings kann sie einfach
normal sein, denn es ist z.B. die Zahl 0.1̇2̇3̇4̇5̇6̇7̇8̇9̇0̇ = 1234567890/9999999999 einfach
normal). Rationale Zahlen sind dadurch charakterisiert, dass ihre β-adische Entwick-
lung irgendwann periodisch mit einer Periode p ≥ 1 wird. Das bedeutet aber, dass nicht
jeder beliebige Ziffernblock Bk (besonders für k ≥ p) in dieser Entwicklung aufscheinen
kann, insbesondere nicht mit der nötigen asymptotischen relativen Häufigkeit. Daher
können rationale Zahlen nicht normal sein.

Andererseits gibt es sehr wohl irrationale Zahlen, die nicht normal sind. Betrachten
wir etwa die Dezimalzahl

0.0 1 00 1 000 1 0000 1 00000 1 . . . .

Diese Zahl ist nicht periodisch und daher nicht rational, die Ziffern “2”, “3” etc. treten
allerdings kein einziges mal auf, weswegen die Zahl nicht einfach normal zur Basis 10
und daher auch nicht normal zur Basis 10 sein kann. Wir stellen also fest: die Menge
der normalen Zahlen bildet eine echte Teilmenge von R\Q.

Zuletzt noch folgende Definition:

Definition 2.1.5 Eine reelle Zahl a heißt “absolut normal”, wenn sie normal zu jeder
Basis β ≥ 2 ist.
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2.2 Theorie der Gleichverteilung

Es gibt enge Zusammenhänge zwischen dem Konzept der “Normalen Zahlen” und der
“Theorie der Gleichverteilung”. Um einige wichtige Aussagen über normale Zahlen
gewinnen zu können, müssen wir uns daher zuerst einen Einblick in die Theorie der
Gleichverteilung verschaffen. In diesem Kapitel soll deshalb ein kleiner Überblick über
diesen Bereich gegeben werden, einschließlich des berühmten “Weyl’schen Kriteriums”,
das wir später noch mehrmals benötigen werden. Wir folgen dabei im Wesentlichen der
Vorgehensweise von E. Hlawka [52].

Den Begriff der “Gleichverteilung” von Folgen verwendeten zuerst P. Bohl und
W. Sierpiński, aber erst durch die berühmte Arbeit von Hermann Weyl [154] aus dem
Jahr 1916 wurde die Tragweite dieses Begriffs offenbar.

Definition 2.2.1 Wir definieren die “periodische Fortsetzung der charakteristischen
Funktion” cJ eines Intervalls J ⊂ [0, 1] als

cJ(x) =

{
1 falls x− bxc ∈ J
0 sonst

Man beachte, dass diese Funktion cJ , im Gegensatz zur gewönlichen charakteri-
stischen Funktion, nicht nur im Bereich des Intervalls J Werte ungleich 0 annimmt.
Um unsere Definition der periodischen Fortsetzung der charakteristischen Funktion zu
veranschaulichen möge folgendes Beispiel dienen:

Beispiel 2.2.1 Bezeichne J das Intervall [0, 0.5]. Dann sieht die charakteristische
Funktion cJ folgendermaßen aus:

0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4
x

0.2

0.4

0.6

0.8

1

cJHxL

Eine Folge ω(n) mit Werten aus [0, 1] heißt nun “gleichverteilt”, wenn die Wahr-
scheinlichkeit dafür, dass ω(n) in einem Teilintervall J ⊂ [0, 1] liegt, mit dem Maß
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(also in unserem Fall der Länge) dieses Intervalls übereinstimmt. Die Länge l(J) eines
Intervalls J ⊂ [0, 1] ist gegeben durch

l(J) =

∫ 1

0

cJ(x) dx

Für jede natürliche Zahl N bezeichnen wir mit A(ω,N, J) die Anzahl jener Fol-
genglieder ω(n), für die n ≤ N und ω(n) ∈ J gilt. Offensichtlich ist A(ω,N, J) =
∑N

n=1 cJ(ω(n)). Damit können wir folgende Definition angeben:

Definition 2.2.2 Eine Folge ω(n) mit Werten aus [0, 1] heißt “gleichverteilt”, falls
für alle Teilintervalle J ∈ [0, 1]

lim
N→∞

1

N

N∑

n=1

cJ(ω(n)) =

∫ 1

0

cJ(x) dx

gilt.

Eine allgemeine reellwertige Folge ω(n) nennt man “gleichverteilt modulo 1”, falls
die zugehörige Folge der Bruchteile ω′(n) = {ω(n)} gleichverteilt ist. Wir definieren
“Gleichverteilung modulo 1” also folgendermaßen:

Definition 2.2.3 Eine reellwertige Folge ω(n) heißt “gleichverteilt modulo 1”, falls

lim
N→∞

1

N

N∑

n=1

cJ(ω(n)) =

∫ 1

0

cJ(x) dx

ist.

Dies ist dasselbe Kriterium wie weiter oben für Gleichverteilung einer Folge, was
aus unserer Definition der Funktion cJ resultiert; es ist nämlich offensichtlich cJ({x}) =
cJ(x) für alle x ∈ R.

Daraus lassen sich unmittelbar weitere Charakterisierungen für modulo 1 gleichver-
teilte Folgen gewinnen (für ausführliche Beweise siehe E.Hlawka [52, S. 5-9]), etwa die
folgenden:

Charakterisierung 1: Eine Folge ω(n) ist gleichverteilt modulo 1 genau dann, wenn

lim
N→∞

1

N

N∑

n=1

f(ω(n)) =

∫ 1

0

f(x) dx

für alle Riemann-intergrierbaren Funktionen mit Periode 1 f(x) gilt.
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Charakterisierung 2: Eine Folge ω(n) ist gleichverteilt modulo 1 genau dann, wenn

lim
N→∞

1

N

N∑

n=1

f(ω(n)) =

∫ 1

0

f(x) dx

für alle komplexwertigen stetigen Funktionen f(x) mit Periode 1 gilt.

Charakterisierung 3: Eine Folge ω(n) ist gleichverteilt modulo 1 genau dann, wenn

lim
N→∞

1

N

N∑

n=1

f(ω(n)) =

∫ 1

0

f(x) dx

für alle trigonometrischen Polynome f(x) gilt. Als trigonometrisches Polynom bezeich-
nen wir dabei einen Ausdruck der Form

Q
∑

h=P

ch e
2πihx

mit komplexen Koeffizienten ch. Um diese letzte Charakterisierung zu erhalten verwen-
det man den Approximationssatz von Weierstraß, demzufolge es für jede reellwertige,
1-periodische stetige Funktion f(x) und jedes ε > 0 ein trigonometrisches Polynom
T (x) mit

|f(x) − T (x)| < ε

gibt, wobei T (x) reellwertig vorausgesetzt werden kann.

Es gilt
∫ 1

0

e2πihx dx =

{
1 h = 0
0 h 6= 0

womit wir das berühmte “Weyl’sche Kriterium” erhalten:

Satz 2.2.1 (Weyl’sches Kriterium) Eine reellwertige Folge ω(n) ist gleichverteilt
modulo 1 genau dann, wenn

lim
N→∞

1

N

N∑

n=1

e2πihω(n) = 0

für alle ganzzahligen h 6= 0 gilt.

Betrachten wir nun spezielle Folgen von der Form ω(n) = na für eine beliebige reelle
Zahl a. Falls a rational ist, also von der Form a = p

q
, dann ist für beliebige n, h ∈ N

der Bruchteil {na} gleich dem Bruchteil {(n+ hq)a}. Insbesonders nimmt {ω(n)} nur
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endlich viele verschiedene Werte an und daher ist ω nicht gleichverteilt modulo 1.

Wenn hingegen a irrational ist, dann ist ha für keine natürliche Zahl h ganzzahlig.
Deshalb ist in diesem Fall stets e2πiha 6= 1. Mithilfe der geometrischen Summenformel
berechnen wir

lim
N→∞

∣
∣
∣
1

N

N∑

n=1

e2πihna
∣
∣
∣

= lim
N→∞

∣
∣
∣
1

N

N∑

n=1

(e2πiha)n
∣
∣
∣

= lim
N→∞

1

N

∣
∣
∣
∣
e2πiha 1 − (e2πiha)N

1 − e2πiha

∣
∣
∣
∣

≤ lim
N→∞

1

N

2

|1 − e2πiha| = 0.

Daraus ergibt sich mit dem Weyl’schen Kriterium der folgende Satz:

Satz 2.2.2 (Kronecker’scher Approximationssatz) Für eine beliebige reelle Zahl
a ist die Folge a, 2a, 3a, . . . gleichverteilt modulo 1 genau dann wenn a irrational ist.

2.3 Äquivalenz verschiedener Definitionen

Die ursprüngliche, von E. Borel [14] im Jahr 1909 gegebene Definition für Normalität
einer Zahl zur Basis 10 lautete folgendermaßen:

“Nous dirons qu’un nombre est entièrement normal par rapport à la base
10 (ou, pour abréger, normal par rapport à cette base), lorsque ce nombre et
ses produits par les diverses puissances de 10 sont simplement normaux par
rapport à toutes les bases égales à une puissance de 10: 10, 100, 1000, . . . , 10n, . . . ”

Eine Zahl a ist nach dieser Definition (bzw. einer Verallgemeinerung davon) also
normal zu einer Basis β genau dann, wenn jede der Zahlen a, βa, β2a, . . . jeweils einfach
normal zu jeder der Basen β, β2, β3, . . . ist.

S.S. Pillai zeigt in einem kurzen, aber fehlerhaften (siehe Pillai [111]) bzw. einem
längeren, korrekten Beweis (siehe Pillai [112]) dass diese Definition überflüssige Bedin-
gungen enthält und zu folgender äquivalent ist: Eine Zahl a ist normal zu einer Basis
β genau dann, wenn a einfach normal zu allen Basen β, β2, β3, . . . ist.

E. Borel behauptet weiter:
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“La propriété caractéristique d’un nombre normal est la suivante: un grou-
pement quelconque de p chiffres consécutifs étant considéré, si l’on désigne
par cn le nombre de fois que se recontre ce groupement dans les n premiers
chiffres décimaux, on a:

lim
n→∞

cn
n

=
1

10p
.”

Das ist genau jene Eigenschaft, die wir in Kapitel 2.1 zur Definition normaler Zah-
len herangezogen haben. E. Borel liefert keinen Beweis, dass diese Definition zu der
von ihm gegebenen äquivalent ist. Wir werden hier einen solchen Beweis führen. Wir
verwenden dabei die in Kapitel 2.1 eingeführten Bezeichnungen und Schreibweisen.

Zunächst zeigen wir allerdings noch ein einfaches technisches Lemma, das wir öfters
benötigen werden. Wir folgen dem Beweis von I. Niven [101].

Lemma 2.3.1 Seien f1, f2, f3, . . . , fm reellwertige Funktionen einer Variablen x, wel-
che die Bedingungen

lim
x→∞

(
f1(x) + f2(x) + · · · + fm(x)

)
= 1

und

lim inf
x→∞

fi(x) ≥
1

m
für alle i = 1, 2, . . . , m

erfüllen.

Dann ist

lim
x→∞

fi(x) =
1

m
für alle i = 1, 2, . . . , m.

Beweis: Sei oBdA. i = 1. Es ist nun

1 = lim sup
m∑

j=1

fj(x) ≥ lim sup f1(x) + lim inf
m∑

j=2

fj(x)

≥ lim sup f1(x) +

m∑

j=2

lim inf fj(x)

≥ lim sup f1(x) +
m− 1

m
. (2.2)

Es ist also lim sup f1(x) ≤ 1/m ≤ lim inf f1(x), und daher ist lim f1(x) = 1/m.
Dasselbe gilt auch für f2, f3 etc. �

Auf dieselbe Weise kann man das folgende ähnliche Lemma zeigen:
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Lemma 2.3.2 Seien f1, f2, f3, . . . , fm reellwertige Funktionen einer Variablen x, wel-
che die Bedingungen

lim
x→∞

(
f1(x) + f2(x) + · · · + fm(x)

)
= 1

und

lim sup
x→∞

fi(x) ≤
1

m
für alle i = 1, 2, . . . , m

erfüllen. Dann ist

lim
x→∞

fi(x) =
1

m
für alle i = 1, 2, . . . , m.

Wir zeigen nun den folgenden Satz:

Satz 2.3.1 Folgende Definitionen sind äquivalent:

Definition 1: Eine reelle Zahl a heißt “normal” zur Basis β, wenn für jedes
natürliche k ≥ 1 und jeden k-stelligen Block Bk

lim
n→∞

1

n
N(Bk, An) = β−k (2.3)

gilt.

Definition 2: Eine reelle Zahl a heißt “normal” zur Basis β, falls jede der Zah-
len a, βa, β2a, . . . einfach normal zu jeder der Basen β, β2, β3, . . . ist.

Definition 3: Eine reelle Zahl a heißt “normal” zur Basis β, falls sie einfach
normal zu jeder der Basen β, β2, β3, . . . ist.

Offensichtlich erfüllt jede Zahl, die normal nach Definition 2 ist, auch Definition 3.
Wir zeigen noch folgende Implikationen:
Definition 2 ⇒ Definition 1
Definition 1 ⇒ Definition 2
Definition 3 ⇒ Definition 1
Der Beweis von Implikation (Definition 2 ⇒ Definition 1) wäre zum Zeigen der Äquiva-
lenz der drei Definitionen nicht notwendig, soll aber (da sehr kurz) dennoch angeführt
werden. Aus den Implikationen (Definition 2 ⇒ Definition 3), (Definition 1 ⇒ Defini-
tion 2) und (Definition 3 ⇒ Definition 1) folgt insgesamt (Definition 2 ⇒ Definition 3
⇒ Definition 1 ⇒ Definition 2) und damit die Äquivalenz aller drei Definitionen.
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Zunächst versuchen wir, das Wesen der letzten beiden Definitionen besser zu erfas-
sen. Die in Kapitel 2.1 eingeführte Bezeichnung N(Bk, An) für die Anzahl des Vorkom-
mens des k-stelligen Ziffernblocks Bk = b1b2 . . . bk unter den ersten n Ziffern An einer
reellen Zahl a lässt sich folgendermaßen erweitern: Wir teilen N(Bk, An) in k Teile

N(Bk, An) =

k∑

s=1

Ns(Bk, An)

wobei Ns(Bk, An) die Anzahl des Vorkommens von Bk in An angibt, also b1 = aj, b2 =
aj+1 etc, wobei die Bedingung j ≡ s (mod k) erfüllt ist. Jetzt können wir Definition 2
in folgender Weise umformulieren:

lim
n→∞

1

n
Ns(Bk, An) =

1

k
β−k für alle k, s, Bk. (2.4)

Definition 3 lässt sich umformulieren zu

lim
n→∞

1

n
N1(Bk, An) =

1

k
β−k (2.5)

Erfülle nun eine Zahl a die Bedingung (2.4), sei also normal nach Definition 2. Dann
gilt

lim
n→∞

1

n
N(Bk, An)

= lim
n→∞

1

n

k∑

s=1

Ns(Bk, An)

=

k∑

s=1

lim
n→∞

1

n
Ns(Bk, An)

=
k∑

s=1

1

k
β−k = β−k

Somit ist a auch normal nach Definition 1, es gilt also (Definition 2 ⇒ Definition 1).

Nun zeigen wir dass jede reelle Zahl a, die normal gemäß Definition 2 ist, ebenfalls
normal laut Definition 1 ist. Dieses Resultat zeigten erstmals I. Niven und H.S. Zucker-
man [102] im Jahr 1951. Wir folgen hier dem bei I. Niven [101] gegebenen Beweis, der
wiederum auf einen von J.W.S. Cassels [21] stammenden Beweis aus dem Jahr 1952
zurückgeht.

Wir verwenden dabei folgende Schreibweise: Dn bezeichne einen beliebigen n-stelligen
Ziffernblock zur Basis β. Es gibt genau βn verscheidene solche Ziffernblöcke. Mit p(n, j)
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bezeichnen wir jene dieser Ziffernblöcke, welche eine feste Ziffer b genau j mal enthal-
ten, also jene Ziffernblöcke, für die N(b,Dn) = j gilt. Es läßt sich leicht feststellen,
dass

p(n, j) =
n!

j!(n− j)!
(β − 1)n−j für 0 ≤ j ≤ n (2.6)

ist. Wir zeigen nun einige technische Lemmata:

Lemma 2.3.3 Für 0 < x < 1 gilt 1 − x < e−x.

Beweis: Wir benutzen die Entwicklung

e−x = 1 − x+
x2

2!
− x3

3!
+ − · · · > 1 − x. �

Lemma 2.3.4 Für j ≥ 2 gilt

p(nβ, n+ j) < βnβe−j2/4nβ

Beweis: Es ist wegen Gleichung (2.6) und Lemma 2.3.3

p(nβ, n+ j)

p(nβ, n)

=
(nβ − n)(nβ − n− 1) . . . (nβ − n− j + 1)

(n + 1)(n+ 2) . . . (n + j)(β − 1)j

=
(

1 +
1

n

)−1(

1 +
2

n

)−1

. . .
(

1 +
j

n

)−1

.
(β − 1)

(

β − 1 − 1
n

)

. . .
(

β − 1 −− j−1
n

)

(β − 1)j

<
(β − 1)

(

β − 1 − 1
n

)

. . .
(

β − 1 − j−1
n

)

(β − 1)j

=
(

1 − 1

n(β − 1)

)(

1 − 2

n(β − 1)

)

. . .
(

1 − j − 1

n(β − 1)

)

< e−
1

n(β−1) e−
2

n(β−1) . . . e−
j−1

n(β−1)

= e−
1

n(β−1)
− 2

n(β−1)
−···− j−1

n(β−1)

= e−j(j−1)/2n(β−1)

< e−j2/4nβ.

Außerdem ist offensichtlich

p(nβ, n) <

nβ
∑

j=0

p(nβ, j) = βnβ. (2.7)

Damit ist das Lemma gezeigt. �
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Lemma 2.3.5 Für j ≥ 2 gilt

p(nβ, n− j) < βnβe−j2/4nβ

Beweis: Dieses Lemma läßt sich ähnlich wie das vorhergehende beweisen. Es ist

p(nβ, n− j)

p(nβ, n)

=
n(n− 1) . . . (n− j + 1)(β − 1)j

(nβ − n+ 1)(nβ − n+ 2) . . . (nβ − n+ j)

=
(

1 − 1

n

)(

1 − 2

n

)

. . .
(

1 − j − 1

n

)

.
(β − 1)j

(β − 1 + 1/n)(β − 1 + 2/n) . . . (β − 1 + j/n)

<
(

1 − 1

n

)(

1 − 2

n

)

. . .
(

1 − j − 1

n

)

< e−
1
n e−

2
n . . . e−

j−1
n

= e−
1
n
− 2

n
−···− j−1

n

= e−j(j−1)/2n

< e−j2/4nβ

Damit und mittels Abschätzung (2.7) ist das Lemma bewiesen. �

Lemma 2.3.6 Gegeben sei eine reelle Zahl ε > 0 und eine natürliche Zahl b < β. Für
hinreichend großes n ist dann die Anzahl jener nβ-stelligen Ziffernblöcke Dnβ, für die

|N(b,Dnβ) − n| > nε (2.8)

gilt, kleiner als (nβ)βnβ(1+ c1)
−n, wobei c1 = c1(ε) eine positive Konstante bezeichnet,

die nicht von n abhängt.

Beweis: Die Anzahl jener Ziffernblöcke, die (2.8) erfüllen, ist gegeben durch
∑

k>n+nε

p(nβ, k) +
∑

k<n−nε

p(nβ, k) =
∑

|j|>nε

p(nβ, n+ j).

Diese Summe läßt sich folgendermaßen abschätzen:
Wir wählen n so groß, dass nε > 1 ist. Dann hat die Summe auf der rechten Seite der
vorigen Gleichung weniger als nβ Summanden größer als Null. Für die Summanden
gilt außerdem, wie sich aus den beiden vorhergehenden Lemmata ablesen lässt,

p(nβ, n+ j) < βnβe−j2/4nβ < βnβe−(nε)2/4nβ = βnβe−nε2/4β.

Daher ist die Anzahl der Ziffernblöcke, die Gleichung (2.8) genügen, höchstens gleich

(nβ)βnβe−nε2/4β = (nβ)βnβ(1 + c1)
−n,
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wobei c1 eine positive Konstante, gegeben durch die Gleichung 1 + c1 = eε2/4β und
somit unabhängig von n, bezeichnet. Damit ist das Lemma gezeigt. �

Lemma 2.3.7 Für hinreichend großes m ist die Zahl aller m-stelligen Zifferblöcke
Dm, welche die Ungleichung

∣
∣
∣
∣
N(b,Dm) − m

β

∣
∣
∣
∣
> mε (2.9)

erfüllen, kleiner als mβm(1+c)−m, wobei c eine positive, von m unabhängige Konstante
bezeichnet.

Beweis: Falls m ein Vielfaches von β ist, können wir dieses Lemma auf das vor-
hergehende zurückführen. Wir müssen hier also nur noch das vorige Lemma auf den
Fall m = nβ + d mit 0 ≤ d < β erweitern. Wir zeigen zuerst folgendes: Falls Dm, ein
m−stelliger Ziffernblock, Ungleichung (2.9) erfüllt, dann erfüllen die ersten nβ Stellen
dieses Blockes, Dnβ, Ungleichung (2.8). Bezeichne also Dm einen m-stelligen Ziffern-
block, der (2.9) erfüllt. Dann ergibt sich für 0 ≤ b < β mittels der Dreiecksungleichung

mε <

∣
∣
∣
∣
N(b,Dm) − m

β

∣
∣
∣
∣

≤ |N(b,Dm) −N(b,Dnβ)| + |N(b,Dnβ) − n| +
∣
∣
∣
∣
n− m

r

∣
∣
∣
∣

≤ d+ |N(b,Dnβ) − n| + 1

woraus mit hinreichend großem n auch

|N(b,Dnβ) − n| > mε− d− 1 ≥ nβε− d− 1 > nε

und somit Ungleichung (2.8) folgt. Damit läßt sich das Lemma beweisen, indem wir die
Abschätzung im vorigen Lemma mit βd multiplizieren, um die d zusätzlichen Stellen
zu berücksichtigen. Das ergibt die obere Grenze

βd(nβ)βnβ(1+ c1)
−n ≤ mβm

(
(1+ c1)

n/m
)−m

< mβm
(
(1+ c1)

1/2β
)−m

= mβm(1+ c)−m.

Damit ist das Lemma gezeigt. �

Lemma 2.3.8 Seien β, k und s natürliche Zahlen mit β ≥ 2 und 1 ≤ s ≤ k. Bk

bezeichne einen festen k-stelligen Ziffernblock zur Basis β und ε eine beliebige positive
reelle Zahl. Dann ist für alle hinreichend großen t die Ungleichung

Ns(Bk, Xt) >
t

kβk
− 2εt

k
(2.10)

für alle t-stelligen Ziffernblöcke Xt erfüllt, abgesehen von einer Ausnahmemenge von
maximal εβt Blöcken.
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Beweis: Zuerst müssen wir das vorhergehende Lemma umformulieren, indem wir
die Basis β durch βk ersetzen. Dann ist die Anzahl jener m-stelligen Ziffernblöcke Dm,
die ∣

∣
∣
∣
N(b,Dm) − m

βk

∣
∣
∣
∣
> mε

erfüllen, kleiner als mβkm(1+c)−m für eine positive Konstante c, die von m unabhängig
ist. Dabei bezeichnet b eine einzelne Ziffer zur Basis βk. Anders gesagt, wird die Un-
gleichung

mε ≥ N(b,Dm) − m

βk
≥ −mε

von allen außer höchstens mβkm(1 + c)−m Ziffernblöcken Dm erfüllt. Also wird auch
die Ungleichung

N(b,Dm) ≥ m

βk
−mε (2.11)

von allen außer höchstens mβkm(1 + c)−m Ziffernblöcken Dm erfüllt. Interpretiert man
dieses Ergebnis bezüglich der Basis β, dann entspricht die Ziffer b einem k-stelligen
Ziffernblock Bk und Dm wird zu einem mk-stelligen Ziffernblock Dmk. Damit entspricht
N(b,Dm) nun N1(Bk, Dmk). Wir erweitern dies zur Beziehung

N1(Bk, Dmk) = Ns(Bk, Xt) (2.12)

wobei Xt den Ziffernblock Dmk bezeichne, links erweitert um s − 1 und rechts um
t−mk− (s− 1) Ziffern. Gleichung (2.12) gilt jedenfalls dann, wenn rechts weniger als
k Ziffern hinzugefügt wurden. Dies können wir erreichen, wenn wir für gegebenes t, k
und s die Zahl m so festlegen, dass

t− s+ 1 = mk + u mit 0 ≤ u < k

gilt. Dann ist

mk ≤ t < mk + 2k und
t

k
≥ m >

t

k
− 2. (2.13)

Damit gilt also Gleichung (2.12), indem wir Xt so gebildet haben, dass

Xt = x1x2 . . . xt = x1x2 . . . xs−1d1d2 . . . dmkxt−u+1xt−u+2 . . . xt

ist, mit jeweils weniger als k Ziffern links bzw. rechts von Dmk, da s−1 < k und u < k
gilt. Zu einem festen Ziffernblock Dmk gibt es βt−mk mögliche Blöcke Xt. Daher können
wir aus (2.11) und (2.12) schließen, dass für alle hinreichend großen t die Ungleichung

Ns(Bk, Xt) ≥
m

βk
−mε (2.14)

für alle t-stelligen Ziffernblöcke Xt gilt, abgesehen von höchstens

mβkm(1 + c)−mβt−km = mβt(1 + c)−m
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Ausnahmeblöcken. Für t→ ∞ gilt auch m→ ∞ und damit m(1+ c)−m → 0. Also gilt
Ungleichung (2.14) für alle Xt, abgesehen von höchstens εβt Ausnahmeblöcken, sofern
t groß genug gewählt wird. Außerdem ist εt/k > 2/βk für hinreichend großes t, und
damit aufgrund von (2.13) auch

m

βk
−mε >

( t

k
− 2
) 1

βk
−
( t

k

)

ε =
t

kβk
− tε

k
− 2

βk
>

t

kβk
− 2εt

k
.

Damit erfüllt jeder Block Xt, für den Ungleichung (2.14) gilt, ebenfalls Ungleichung
(2.10), und das Lemma ist bewiesen. �

Damit haben wir das nötige Rüstzeug beisammen, um folgendes zu zeigen:

Sei a eine reelle Zahl, die normal zur Basis β gemäß Definition 1 ist, also Gleichung
(2.3) erfüllt. Dann ist diese Zahl auch normal zu derselben Basis gemäß Definition 2,
erfüllt also Gleichung (2.4).

Beweis: Es sei a = bac.a1a2a3 . . . . Aus Gleichung (2.3) folgt, dass für jedes reelle
ε > 0 und jeden t-stelligen Ziffernblock Dt die Ungleichung

N(Dt, An) >
n

βt
− εn

βt
=
n(1 − ε)

βt
(2.15)

für hinreichend großes n gilt. Wir haben Ns(Bk, An) definiert als die Anzahl des Vor-
kommens eines k-stelligen Ziffernblocks in An, also b1 = am, . . . , bk = am+k−1 mit m ≡ s
(mod k). Es gilt die Ungleichung

(t− k + 1) Ns(Bk, An) ≥
n−t+1∑

j=1

Ns(Bk, ajaj+1 . . . aj+t−1) (2.16)

da dabei auf der linken Seite jedes Erscheinen des Ziffernblocks Bk der obengenannten
Form genau t− k + 1 mal, auf der rechten Seite aber höchstens ebenso oft auftritt.

Wir versuchen nun, die rechte Seite von Gleichung (2.16) abzuschätzen. Die Summe
erstreckt sich über Werte j von 1 bis n− t+ 1, wobei der Ziffernblock ajaj+1 . . . aj+t−1

mit jedem festen, ebenfalls t-stelligen Ziffernblock Dt aufgrund von (2.15) öfter als
mindestens nβ−t(1 − ε) mal übereinstimmt. Daher läßt sich die Summe in (2.16) um-
schreiben zu einer Summe über alle βt möglichen Blöcke Dt, also

(t− k + 1) Ns(Bk, An) > nβ−t(1 − ε)
∑

Dt

Nσ(Bk, Dt).

Dabei erstreckt sich die Summe auf der rechten Seite über alle möglichen Blöcke Dt,
wobei der unbestimmte Index σ nicht genauer festgelegt werden muss, da wir nun
Lemma 2.3.8 anwenden werden. Wir wenden also Ungleichung (2.10) auf Nσ(Bk, Dt)
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in allen Fällen von Nicht-Ausnahmeblöcken Dt an, also in mindestens βt − εβt Fällen.
Ohne die Ausnahmeblöcke zu berücksichtigen, ergibt sich

(t− k + 1) Ns(Bk, An) > nβ−t(1 − ε)(βt − εβt)
( t

kβk
− 2εt

k

)

= nt
( 1

kβk
− 2ε

k

)

(1 − ε)2

> nt
( 1

kβk
− 2ε

)

(1 − 2ε)

> nt
( 1

kβk
− 4ε

)

für hinreichend große t und n und kleines ε > 0.

Damit ist für jedes (kleine) ε > 0

Ns(Bk, An)

n
>

t

t− k + 1

( 1

kβk
− 4ε

)

>
1

kβk
− 4ε

und damit

lim inf
n→∞

Ns(Bk, An)

n
≥ 1

kβk
.

Da dieses Ergebnis für alle βk möglichen Blöcke Bk und alle k möglichen Werte für s
gilt, muss der Limes

lim
n→∞

Ns(Bk, An)

n

laut Lemma 2.3.1 existieren und gleich 1/(kβk) sein. Damit erfüllt die Zahl a auch
Ungleichung (2.4) und ist somit normal nach Definition 2. Wir erhalten also insgesamt:
(Definition 1 ⇒ Definition 2).

Jetzt müssen wir nur noch zeigen, dass jede reelle Zahl a, die normal zu einer Basis
β gemäß Definition 3 ist, ebenfalls normal zu derselben Basis entsprechend Definition
1 ist. Dieses Ergebnis wurde erstmals von S.S. Pillai 1939 in einem kurzen, aber fehler-
haften (Pillai [111]), bzw. 1940 in einem komplizierteren, korrekten Beweis (Pillai [112])
gezeigt.

Gegeben sei eine reelle Zahl a, die normal zur Basis β gemäß Definition 3 ist, also
Gleichung (2.5) erfüllt. Dann ist, wie man sofort sieht, für jedes ganze t ≥ 1, jeden
beliebigen t-stelligen Ziffernblock Dt und jedes reelle ε > 0

N1(Dt, An) >
n

tβt
− εn

tβt
(2.17)
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für hinreichend großes n. Weiters gilt, für k < t < n,

N(Bk, An) ≥
∑

Dt

N(Bk, Dt)N1(Dt, Xn) >
( n

tβt
− εn

tβt

)∑

Dt

N(Bk, Dt), (2.18)

wobei sich die letzte Ungleichung aus (2.17) ergibt. Diese Abschätzung ergibt sich indem
man An in aufeinanderfolgende Blöcke mit jeweils t Ziffern unterteilt und N1(Dt, An)
zählt, dann N(Bk, Dt) bestimmt, die offensichtliche Multiplikation ausführt und über
alle möglichen Blöcke Dt summiert. Der Ausdruck N(Bk, Dt) kann auch geschrieben
werden als

N(Bk, Dt) =
k∑

s=1

Ns(Bk, Dt).

Dann gilt, unter Verwendung von Lemma 2.3.8 und mit Berücksichtigung von Unglei-
chung (2.18),

N(Bk, An) >
( n

tβt
− εn

tβt

)

(βt − εβt)k
( t

kβk
− 2εt

k

)

= n
( 1

βk
− 2ε

)

(1 − ε)2

> n(β−k − 2ε)(1 − 2ε)

> n(β−k − 4ε)

für hinreichend großes n und kleines ε > 0.

Damit ist

lim inf
n→∞

N(Bk, An)

n
≥ 1

βk

für jeden der βk möglichen k-stelligen Ziffernblöcke Bk. Daher muss laut Lemma 2.3.1

lim
n→∞

N(Bk, An)

n
=

1

βk

sein, also ist Gleichung (2.3) erfüllt und somit a normal zur Basis β gemäß Definition 1.

Damit ist die Äquivalenz der drei auf Seite 12 angeführten Definitionen gezeigt. �

Eine noch genauere Charakterisierung normaler Zahlen liefert folgender Satz von
C.T. Long [79] aus dem Jahr 1957:

Satz 2.3.2 Eine reelle Zahl a ist normal zur Basis β genau dann, wenn es eine mono-
ton wachsende Folge natürlicher Zahlen m1 < m2 < m3 < . . . gibt, so dass a einfach
normal zu allen Basen βm1, βm2 , βm3, . . . ist. Wenn es nur eine endliche Menge solcher
mi gibt, dann ist a nicht normal zur Basis β.
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Beweis: Die Notwendigkeit der ersten Bedingung folgt sofort aus der Definition
von Normalität (siehe Definition 3, S. 12). Sei nun die erste Bedingung erfüllt, zu einer
Zahl a existiere also eine streng monoton wachsende Folge m1, m2, m3, . . . , so dass
a einfach normal zu allen Basen βm1 , βm2 , βm3, . . . ist. Sei k eine beliebige positive
natürliche Zahl und Bk ein k-stelliger Block von Ziffern zur Basis β. Wir wählen eine
natürliche Zahl j so groß dass mj > k erfüllt ist. So ein j muss existieren, da die Folge
m1, m2, m3, . . . gegen Unendlich strebt. Dann ist

lim
n→∞

N1(Dmj
, An)

n
=

1

mjβmj

für jeden beliebigen mj-stelligen Ziffernblock Dmj
, wie sich aus Definition 3 für die

Normalität einer Zahl (siehe Seite 12) ergibt. Falls Bk in jedem möglichen Block Dmj

genau t = t(Dmj
) mal auftritt, dann ist

lim inf
n→∞

N(Bk, An)

n
≥
∑

Dmj
t(Dmj

)

mjβmj

wobei sich die Summe auf der rechten Seite über alle βmj möglichen mj-stelligen Zif-
fernblöcke Dmj

erstreckt. Es gibt nun genau βmj−k verschiedene Ziffernblöcke Dmj
,

welche Bk jeweils beginnend bei Position i für i = 1, 2, . . . , mj −k+1 enthalten, sodass
also ∑

Dmj

t(Dmj
) = (mj − k + 1)βmj−k

ist. Es gilt also

lim inf
n→∞

N(Bk, An)

n
≥ (mj − k + 1)βmj−k

mjβmj
=

1

βk
− k − 1

mjβk
,

und daher, da j und somit mj beliebig groß gewählt werden können,

lim inf
n→∞

N(Bk, An)

n
≥ 1

βk
,

woraus mit Lemma 2.3.1

lim
n→∞

N(Bk, An)

n
=

1

βk

folgt. Somit ist a normal zur Basis β und der erste Teil des Satzes gezeigt.

Seien nun m1, m2, . . . , ms beliebige verschiedene, positive natürliche Zahlen. Dann
existiert mindestens eine Zahl a, die einfach normal zu allen Basen βm1 , βm2 , . . . , βms ,
aber nicht normal zur Basis β ist. Sei a gegeben als die folgende periodische Zahl zur
Basis βm, wobei m = kgV (m1, m2, . . . , ms) sei:

a = 0.0̇1̇2̇ . . . ˙(βm − 1).
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Offensichtlich ist a einfach normal zur Basis βm und (da periodisch) nicht normal zur
Basis β. Um zu zeigen, dass a einfach normal zu allen Basen βmj für j = 1, 2, . . . , s
ist, gehen wir folgendermaßen vor: Sei k eine beliebige Zahl, die m teilt, also m = qk
für passendes q ∈ N. Bk sei ein beliebiger k-stelliger Ziffernblock zur Basis β. Unter
Berücksichtigung unserer dritten Definition für Normalität (siehe Seite 12) genügt es
zu zeigen, dass

lim
n→∞

N1(Bk, An)

n
=

1

kβk

ist. Wie sich leicht zeigen läßt gibt es
(

q
i

)
(βk−1)q−i verschiedene m-stellige Ziffernblöcke

Dm, die Bk genau i mal, jeweils beginnend bei Positionen kongruent 1 modulo k,
enthalten. Daher gilt, weil

lim
n→∞

N1(Dm, An)

n
=

1

mβm

für jeden Block Dm ist,

lim
n→∞

N1(Bk, An)

n
=

1

mβm

q
∑

i=1

i

(
q

i

)

(βk − 1)q−i =
1

kβk
,

womit die Behauptung gezeigt und der Satz bewiesen ist. �

2.4 Normale Zahlen und Gleichverteilung

modulo 1

Eine enge Beziehung zwischen normalen Zahlen und der Theorie der Gleichverteilung
(siehe Kapitel 2.2, Seite 7) stellt der folgende wichtige Satz her. Erstmals bewiesen
wurde er von D.D. Wall [153] im Jahr 1949. Der hier gegebene Beweis folgt dem bei
Niven [101, S. 110] angeführten, den Wolfgang Schmidt [126] für den most accessible
proof hält.

Satz 2.4.1 Eine reelle Zahl a ist normal zur Basis β genau dann, wenn die Folge

a, βa, β2a, . . .

gleichverteilt modulo 1 ist.

Beweis: Nehmen wir zuerst an, dass die Folge a, βa, β2a, . . . gleichverteilt modulo
1 sei. Die reelle Zahl a habe zur Basis β die Ziffernentwicklung

a = bac + 0.a1a2a3 . . .
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und Bk = b1b2 . . . bk sei ein beliebiger k-stelliger Ziffernblock. Wir müssen zeigen, dass
Bk in .a1a2a3 . . . mit einer asymptotischen relativen Häufigkeit von β−k auftritt. Wir
beizeichnen mit I das Intervall

{y ∈ R | .b1b2 . . . bk < y < β−k + .b1b2 . . . bk}.

Das Intervall I hat Länge β−k, und jede Zahl in I beginnt mit den Ziffern .b1b2 . . . bk,
also mit Bk. Falls also der Bruchteil {βka} einer Zahl βka mit den Ziffern b1b2 . . . bk
beginnt, dann liegt {βka} im Intervall I. Am Rand von I kann {βka} nicht liegen,
da sonst die Annahme der Gleichverteilung modulo 1 der Folge a, βa, β2a, . . . verletzt
wäre. Aus der Definition der Gleichverteilung ergibt sich sofort, dass

lim
n→∞

1

n
N(Bk, An) = lim

n→∞

n(I)

n
= β−k

gilt. Dabei bezeichnet n(I) die Anzahl der Punkte
{a}, {βa}, {β2a}, . . . , {βn−1a}, die im Intervall I liegen. Also ist a normal zur Basis β.

Sei nun umgekehrt a normal zur Basis β. Für eine beliebige natürliche Zahl m
unterteilen wir das Einheitsintervall in βm abgeschlossene Teilintervalle der Form

[0, β−m], [β−m, 2β−m], . . . , [1 − β−m, 1]. (2.19)

Da a normal ist, muss {βka} für jede natürliche Zahl k irrational sein und kann daher
nicht am Rand eines dieser Intervalle liegen. Aus der Normalität von a folgt, dass
(siehe Definition 2, Seite 12) a, βa, β2a, . . . einfach normal zur Basis βm sind, und daher
die Punkte {a}, {βa}, {β2a}, . . . mit gleichen asymptotischen relativen Häufigkeiten in
diesen Intervallen liegen. Bezeichne R eines dieser Intervalle und n(R) die Anzahl der
Punkte {a}, {βa}, . . . , {βn−1a}, die in R liegen, dann ist

lim
n→∞

n(R)

n
= β−m (2.20)

Bezeichne nun I ein Teilintervall von [0, 1] der Form (µ, ν) mit 0 ≤ µ < ν ≤ 1,
wobei nicht festgelegt wird, ob die Zahlen µ und ν zu I gehören oder nicht (ob also I
offen, halboffen oder abgeschlossen ist). R1 bezeichne die Vereinigung aller Intervalle
aus (2.19), die zur Gänze in I liegen. Die Länge von R1 beträgt daher zumindest
ν −µ− 2β−m. Sei nun ein beliebiges ε > 0 gegeben, dann sehen wir aus (2.20) dass für
genügend großes n

n(I)

n
≥ n(R1)

n
≥ ν − µ− 2β−m − ε

2

gilt. Wählen wir m groß genug, so dass β−m < ε/4 ist, dann können wir

n(I)

n
≥ ν − µ− ε
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für hinreichend großes n schließen.

Wenn wir in gleicher Weise mit R2 die Vereinigung jener Intervalle aus (2.19) be-
zeichnen, die mit I nichtleeren Schnitt haben, dann ist die Länge von R2 kleiner als
ν − µ+ 2β−m. Daraus können wir schließen, dass

n(I)

n
≤ n(R2)

n
≤ ν − µ+ 2β−m +

ε

2
≤ ν − µ+ ε

für hinreichend großes m und n ist. Da wir ε beliebig klein wählen können, muss

lim
n→∞

n(I)

n
= ν − µ

sein und der Satz ist bewiesen. �

Daraus können wir sofort folgende Proposition ableiten:

Proposition 2.4.1 Sei a normal zur Basis β. Dann ist für jede natürliche Zahl k 6= 0
auch ka normal zur Basis β.

Beweis: Der Beweis folgt sofort aus dem vorhergehenden Satz und dem Weyl’schen
Kriterium. �

Ebenfalls sofort zu sehen ist folgendes:

Proposition 2.4.2 Sei a normal zur Basis β. Dann ist auch −a normal zur Basis β.

Beweis: Mit einer Folge ω ist auch die Folge −ω gleichverteilt modulo 1, wie an-
schaulich klar ist und sich auch formal einfach zeigen läßt. Aus dem vorigen Satz folgt
damit sofort die Behauptung. �

Eine Verfeinerung des vorigen Satzes bietet das folgende Lemma von D. Sher-
well [131]:

Lemma 2.4.1 Sei eine reelle Zahl a gegeben in der Form

a =

∞∑

n=1

bi, bi ∈ R, bi ≥ 0, a = an + rn,

wobei an die n-te Partialsumme und rn den zugehörigen n-ten Rest bezeichne. Sei
zusätzlich limn→∞ βnrn = 0. Dann ist die Folge der Bruchteile {βnan} gleichverteilt
modulo 1 genau dann, wenn a normal zur Basis β ist.
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Beweis: Es gilt {βna} = {βnan + βnrn} und daher

lim
N→∞

1

N

N∑

n=1

e2πihβna

= lim
N→∞

1

N

N∑

n=1

(

e2πihβnan(e2πihβnrn − 1)
)

+ lim
N→∞

1

N

N∑

n=1

e2πihβnan (2.21)

für alle h ∈ N, h 6= 0. Sei nun a normal zur Basis β. Dann ist die Folge {βna} gleichver-
teilt modulo 1, und daher die linke Seite der Gleichung (2.21) gleich Null. Mit βnrn → 0
gilt auch e2πihβnrn−1 → 0, daher ist auch der erste Term auf der rechten Seite von (2.21)
gleich Null (siehe E. Hlawka [52, Hilfssatz 1, S.17]). Daraus folgt mit dem Weyl’schen
Kriterium, dass auch die Folge {βnan} gleichverteilt modulo 1 ist.

Sei nun umgekehrt die Folge {βnan} gleichverteilt modulo 1. Dann folgt aus dem
soeben erwähnten Hilfssatz und dem Weyl’schen Kriterium, dass die rechte und somit
auch die linke Seite der Gleichung (2.21) gleich Null ist. Aus dem Weyl’schen Kriterium
und dem vorhergehenden Satz folgt nun, dass a normal zur Basis β ist. �

Die folgenden Überlegungen stammen vom Autor selbst:

Gegeben seien eine beliebige Basis β ≥ 2, eine zu dieser Basis normale Zahl a sowie
eine ganze Zahl M > 1. Wir wollen zeigen, dass auch a

M
normal zur Basis β ist.

Sei eine Primzahl p ein Teiler der Basis β ≥ 2. Mit a ist selbstverständlich auch a
β

normal, und daher laut Proposition 2.4.1 auch a
β
· β

p
= a

p
. Es genügt also, jene M zu

betrachten, für die ggT (M,β) = 1 erfüllt ist. Das sind jene Zahlen M , für welche die
Darstellung von 1

M
als Kommazahl zur Basis β periodisch ohne Vorperiode ist.

Normalität zur Basis β ist äquivalent zu Normalität zur Basis βk mit beliebigem
natürlichem k ≥ 1 (siehe Satz 5.1.1, Seite 64). Wenn 1/M bezüglich einer Basis β
periodisch mit Periodenlänge k ≥ 1 ist, dann ist 1/M bezüglich Basis βk periodisch
mit Periodenlänge 1. Wir können daher oBdA. annehmen, dass 1/M Periodenlänge 1
hat, also von der Form

1/M = 0.mmmm . . .

ist, wobei m eine einzelne Ziffer zur Basis β bezeichnet. Für die folgenden Zeilen ver-
wenden wir folgende Notaton:mm soll hier nicht das Produktm·m bezeichnen, sondern
die Basis-β-Zahl mm = βm+m. Gleiches gelte für mmm = β2m+ βm+m etc.



KAPITEL 2. DEFINITIONEN UND GRUNDLEGENDE RESULTATE 26

Wir definieren nun

b1 = (0. m m 0 0 0 . . . ) a

b2 = (0. 0 0 m m 0 0 0 . . . ) a

b3 = (0. 0 0 0 0 m m 0 0 0 . . . ) a
...

bn = (0. 0 . . .0
︸ ︷︷ ︸

2n−2

m m 0 0 0 . . . ) a = mm β−2n a

...

Offensichtlich ist ∞∑

j=1

bj = (0.mmmmm . . . ) a =
1

M
a

Es ergibt sich

an =
n∑

j=1

bj = 0. m . . .m
︸ ︷︷ ︸

2n

000 . . . a = m. . .m
︸ ︷︷ ︸

2n

β−2n a

Es ist also

a1 = (0.m m 0 0 0 . . . ) a

a2 = (0.m m m m 0 0 0 . . . ) a

a3 = (0.m m m m m m 0 0 0 . . . ) a
...

und

rn = 0.(0 . . . 0
︸ ︷︷ ︸

2n

m m m. . . ) a =
1

M
β−2n a < β−2n a

Daher ist βnrn < β−2n+n a = β−n a, und somit gilt βnrn → 0 für n → ∞, womit die
erste Bedingung des obigen Lemmas 2.4.1 erfüllt ist.

Die Folge ω(n) = βa1, β
2a2, β

3a3, . . . hat die Form

(m.m000 . . . ) a, (mm.mm000 . . . ) a, (mmm.mmm000 . . . ) a, . . .
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Die Differenzenfolgen ω(n + q) − ω(n) für natürliche Zahlen q ≥ 1 haben daher
folgende Form:

q = 1 :

(m0.0m000 . . . ) a, (m00.00m000 . . . ) a, (m000.000m. . . ) a, . . .

= β1 m a, β2 m a, β3 m a, . . .

+ β−2 m a, β−3 m a, β−4 m a, . . .

q = 2 :

(mm0.0mm000 . . . ) a, (mm00.00mm000 . . . ) a, (mm000.000mm000 . . . ) a, . . .

= β1 mm a, β2 mm a, β3 mm a, . . .

+ β−3 mm a, β−4 mm a, β−5 mm a, . . .
...

Dabei ist in diesen Summen von zwei Folgen die jeweils erste Folge gleichverteilt
modulo 1, weil mit a auch die Zahlen m a, mm a etc. normal zur Basis β sind (siehe
Proposition 2.4.1). Die jeweils zweite Folge ist konvergent, und da die Summe eine
gleichverteilten und einer konvergenten Folge ebenfalls gleichverteilt modulo 1 ist (sie-
he Hlawka [52, Eigenschaft 3, S. 18]), sind die Folgen ω(n + q) − ω(n) gleichverteilt
modulo 1 für alle ganzen Zahlen q ≥ 1.
Damit ergibt sich aus dem Hauptsatz der Theorie der Gleichverteilung (Hlawka [52, S.
31]), dass die Folge ω(n) = βa1, β

2a2, β
3a3, . . . gleichverteilt modulo 1 sein muss.

Diese Folge ist, wie wir in Lemma 2.4.1 gesehen haben, gleichverteilt modulo 1
genau dann, wenn die Zahl

∞∑

j=1

bj =
a

M

normal zur Basis β ist. Damit ist die Behauptung bewiesen. �

Gemeinsam mit Proposition 2.4.1 ergibt sich nun folgende Aussage:

Proposition 2.4.3 Gegeben seien eine zu einer Basis β normale Zahl a und eine
rationale Zahl p 6= 0. Dann ist auch pa normal zur Basis β.

Sei nun eine rationale Zahl q gegeben, und a sei wieder normal zur Basis β. Für
q 6= 0 ist mit a auch q−1a normal zur Basis β, ebenso natürlich q−1a + 1 und daher
auch q(q−1a + 1) = a+ q. Für q = 0 ist a + q trivialerweise normal.

Wir erhalten insgesamt also folgenden Satz:

Satz 2.4.2 Sei eine reelle Zahl a normal zur Basis β. Dann sind auch alle Zahlen der
Form pa+ q für p, q ∈ Q, p 6= 0 normal zur Basis β.
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Dieses Resultat stammt von J.E. Maxfield [84]. Andere Beweise dieses Satzes finden
sich etwa bei K.T. Chang [24] oder K. Nagasaka und C. Batut [93]. Eine Verallgemei-
nerung liefert B. Volkmann [150].

Die folgende Überlegung stammt ebenfalls vom Autor selbst, ergibt aber auch nur
ein bereits bekanntes Resultat:

Die Champernowne-Zahl C1 = 0.123456789101112 . . . ist, wie in Kapitel 4.1 gezeigt
wird, normal zur Basis 10. Auch eine leicht modifizierte Version dieser Zahl,

C2 = 0.0 12345678 0 910111213 . . .9798 0 99100101102 . . .997998 0 999100010011002 . . .

die aus der Champernowne-Zahl entsteht, wenn gleich zu Beginn und dann jeweils vor
dem ersten Auftreten der Ziffernblöcke “9”, “99”, “999” etc jeweils eine einzelne “0”
eingeschoben wird, ist, wie sich leicht zeigen läßt, normal zur Basis 10, und damit gilt
dasselbe auch für −C2 (siehe Proposition 2.4.2).

Nun ist

C1 − C2 = C1 + (−C2)

= 0.11111111101 . . .0101001001 . . .00100100010001 . . .0001000100010001 . . . ,

eine Zahl, deren Kommastellen ausschließlich aus den Ziffern “0” und “1” gebildet
werden, und die somit nicht normal zur Basis 10 ist. Damit ist durch Angabe eines
Beispiels folgende, wenig überraschende Proposition gezeigt:

Proposition 2.4.4 Die Summe normaler Zahlen ist (auch im nichttrivialen Fall) im
Allgemeinen nicht normal.

Das Wort “nichttrivial” schließe dabei etwa Summen der Form a + b mit b = −a oder
b = −a + 1 etc. aus, die selbstverständlich keine normale Zahlen ergeben.

Bereits J.E. Maxfield [85] hat erkannt, dass die Menge der zu einer Basis β nor-
malen Zahlen nicht abgeschlossen bezüglich der Addition ist. Er zeigte dies indem er
feststellte, dass die Summe einer normalen Zahl a und der damit ebenfalls normalen
Zahl −a Null ergibt, somit die Summe zweier normaler Zahlen eine nicht-normale Zahl
ergibt.
Weiters bewies er, dass sich jede Zahl als Summe und jede Zahl außer Null als Produkt
von zwei normalen Zahlen auf mindestens eine Weise darstellen läßt (Beweis siehe Max-
field [85]). Daraus folgt sofort, dass die Menge der zu einer Basis β normalen Zahlen
auch nicht abgeschlossen bezüglich der Multiplikation ist.
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In diesem Zusammenhang von Interesse ist auch ein Artikel von G. Wagner [151],
der Ringe R reeller Zahlen konstruierte, welche folgende Bedingungen erfüllen (dabei
ist β ≥ 2 eine ganze Zahl und p eine ungerade Primzahl, die β nicht teilt):

• R ist überabzählbar

• alle Zahlen a ∈ R, a 6= 0 sind normal zur Basis β

• alle Zahlen a ∈ R sind nicht-normal zur Basis pβ.

2.5 Die Weyl’sche Ungleichung

In diesem Kapitel werden wir eine Ungleichung beweisen, die wir mehrmals benötigen
werden. Die Weyl’sche Ungleichung (Weyl’s inequality) liefert eine Abschätzung für
trigonometrische Summen, deren Bezug zu normalen Zahlen wir über das Weyl’sche
Kriterium in den Kapiteln 2.2 und 2.4 hergestellt haben. Unser Beweis folgt dem bei
M. Drmota und R.F. Tichy [37] gegebenen.

Definition 2.5.1 Sei Φ(x) eine reellwertige Funktion. Dann bezeichnen ∆1 bzw. ∆j

den einfachen bzw. iterierten Differenzenoperator. Es sei also

∆1(Φ(x); y) = Φ(x+ y) − Φ(x)

und
∆j+1(Φ(x); y1, y2, . . . , yj+1) = ∆1(∆j(Φ(x); y1, . . . , yj); yj+1)

Lemma 2.5.1 Sei

T (Φ) =
N∑

n=1

e2πiΦ(n),

wobei Φ eine beliebige arithmetische Funktion sei. Dann ist für jede feste natürliche
Zahl j ≥ 1

|T (Φ)|2j ≤ (2N)2j−j−1
∑

|h1|<N

∑

|h2|<N

· · ·
∑

|hj |<N

|Tj| (2.22)

mit
Tj =

∑

n∈Ij

e2πi∆j(Φ(n);h1,...,hj).

Zusätzlich erfüllen die (möglicherweise leeren) Intervalle Ij = Ij(h1, . . . , hj) die Bedin-
gungen

I1(h1) ⊂ [1, N ] und Ij(h1, . . . , hj) ⊂ Ij−1(h1, . . . , hj−1).
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Beweis: Wir beweisen das Lemma durch Induktion über j. Zur Abkürzung schrei-
ben wir ∆j(x) für ∆j(Φ(x); h1, . . . , hj). Es ist

|T (Φ)|2 =

N∑

n=1

N−n∑

h1=1−n

e2πi∆1(n)

=
N−1∑

h1=1−N

∑

n∈I1

e2πi∆1(n)

mit I1 = [1, N ] ∩ [1 − h1, N − h1].

Wenn nun die für ein festes j Ungleichung (2.22) erfüllt ist, dann gilt nach der
Cauchy’schen Ungleichung

|T (Φ)|2j+1 ≤ (2N)2j+1−2j−2(2N)j
∑

h1,...,hj

|Tj|2

und daher auch
|Tj|2 =

∑

|h|<N

∑

n∈Ij+1

e2πi(∆j(n+h)−∆j(n))

mit Ij+1 = Ij ∩ {n : n+ h ∈ Ij}. Damit ist das Lemma gezeigt. �

Lemma 2.5.2 Seien X, Y und a reelle Zahlen mit X ≥ 1, Y ≥ 1 und |a− p
q
| ≤ 1

q2 für

ganzzahlige p und q mit ggT (p, q) = 1. Dann gilt

∑

n≤X

min
(XY

n
,

1

‖an‖
)

� XY
(1

q
+

1

Y
+

q

XY

)

log(2Xq)

wobei ‖y‖ = minz∈Z |y − z| bedeutet.

Beweis: Bezeichne S die Summe auf der linken Seite der Ungleichung. Dann gilt

S ≤
∑

0≤j≤X
q

q
∑

r=1

min

(
XY

qj + r
,

1

‖a(qj + r)

)

.

Für jedes j bezeichne yj = bajq2c und θ = q2a− aq. Dann ist

a(qj + r) =
yj + ar

q
+

{ajq2}
q

+
θr

q2
.

Wenn j = 0 ist und r ≤ q
2
, dann gilt

‖a(qj + r)‖ ≥
∥
∥
∥
∥

ar

q

∥
∥
∥
∥
− 1

2q
≥ 1

2

∥
∥
∥
∥

pr

q

∥
∥
∥
∥
.
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Weiters existieren für jedes j höchstens O(1) Werte für r, welche

‖a(qj + r)‖ ≥ 1

2

∥
∥
∥
∥

yj + pr

q

∥
∥
∥
∥

nicht erfüllen, und außerdem ist qj + r � q(j + 1). Damit ergibt sich

S �
∑

1≤r≤ q
2

1

‖pr
q
‖ +

∑

0≤j≤X
q

(

XY

q(j + 1)
+

∑

1≤r≤q,
yj+pr

q
6∈Z

1

‖(yj + pr)/q‖

)

� XY

q

∑

0≤j≤X

1

j + 1
+

(
X

q
+ 1

)
∑

0≤h≤q/2

q

h

� XY

(
1

q
+

1

Y
+

q

XY

)

log(2Xq).

Somit ist das Lemma bewiesen. �

Lemma 2.5.3 Sei k ≥ 2 eine ganze Zahl. Dann existiert zu jedem ε > 0 eine Kon-
stante C(ε) > 0, so dass für jedes h ∈ N die Ungleichung

#{(h1, . . . , hk) ∈ Nk : h1 . . . hk = h} ≤ C(ε)hε

gilt.

Beweis: Wir setzen B = 22(k−1)/ε. Dann gilt für jedes p ≥ B und b ≥ 1

2b+k+1 ≤ pεb.

Weiters existiert eine Konstante C ≥ 0, so dass für alle Mengen J von ganzen Zahlen
mit 2 ≤ min J ≤ max J ≤ B und beliebige natürliche Zahlen bj , j ∈ J

∏

j∈J

(
bj + k − 1

k − 1

)

≤ C
∏

j∈J

jεbj

gilt. Wenn h eine natürliche Zahl der Form

h = pe1
1 . . . per

r

mit verschiedenen Primzahlen p1, . . . , pr und ej ≥ 1 für 1 ≤ j ≤ r ist, dann wird die
Gleichung

#{(h1, . . . , hk) ∈ Nk : h1 . . . hk = h} =

r∏

j=1

(
ej + k − 1

k − 1

)
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erfüllt. Aus
∏

pj<B

(
ej + k − 1

k − 1

)

≤ C
∏

pj<B

p
εej

j

und
∏

pj≥B

(
ej + k − 1

k − 1

)

≤
∏

pj≥B

2ej+k−1 ≤
∏

pj≥B

p
εej

j

folgt nun die Behauptung und das Lemma ist bewiesen. �

Satz 2.5.1 (Weyl’sche Ungleichung) Gegeben seien eine reelle Zahl a sowie ganze
Zahlen p, q mit ggT(p, q) = 1, welche

∣
∣
∣
∣
a− p

q

∣
∣
∣
∣
<

1

q2

erfüllen. Weiters sei Φ(x) ein Polynom der Form

Φ(x) = axk + α1x
k−1 + · · ·+ +αk−1x+ αk.

mit Führungskoeffizienten a. Dann gilt für

T (Φ) =

N∑

n=1

e2πiΦ(n)

die Abschätzung

T (Φ) � N1+ε
(1

q
+

1

N
+

q

Nk

) 1
K

,

wobei ε > 0 eine beliebige reelle Konstante und K = 2k−1 ist.

Beweis: Wir wenden Lemma 2.5.1 für den Fall j = k − 1 an. Für

Φ(x) = axk + α1x
k−1 + · · · + αk−1x+ αk

ist

∆k−1(Φ(x); h1, . . . , hk−1) = k!a

(

x+
1

2
h1 + · · ·+ 1

2
hk−1

)

+ (k − 1)!α1.

Daher gilt

|T (Φ)|K ≤ (2N)K−k
∑

|h1|≤N

· · ·
∑

|hk−1|≤N

∑

n∈Ik−1

e2πi(h1...hk−1pk−1(n;h1,...,hk−1))
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mit pk−1(x; h1, . . . , hk−1) = k!a(x + 1
2
h1 + · · · + 1

2
hk−1) + (k − 1)!α1. Die Terme mit

h1, . . . , hk−1 = 0 liefern höchstens � Nk−1, alle restlichen sind von der Form

∑

n∈I

e2πi(han+b)

wobei h mit |h| ≤ k!Nk−1 eine ganze Zahl ungleich 0, b eine reelle Zahl und I ein
Intervall bezeichnen. Durch Gebrauch der Abschätzung

∣
∣
∣
∣

∑

n∈I

e2πi(han+b)

∣
∣
∣
∣
� 1

‖ha‖

und mit Anwendung von Lemma 2.5.3 erhalten wir

|T (Φ)|K � (2N)K−k

(

Nk−1 +N ε
k!Nk−1
∑

h=1

min(N, ‖ah‖−1)

)

� NK−k+ε

(

Nk−1
k!Nk−1
∑

h=1

min(Nkh−1, ‖ah‖−1)

)

.

Dies ist laut Lemma 2.5.2 für q ≤ Nk

� NK+2ε

(
1

q
+

1

N
+

q

Nk

)

,

womit der Satz bewiesen ist, da die Behauptung für q > Nk trivialerweise zutrifft. �



Kapitel 3

Wie viele normale Zahlen gibt es?

3.1 Fast alle reellen Zahlen sind absolut normal

Nachdem man einmal den Begriff “normale Zahl” definiert hat, stellt sich natürlich
sofort die Frage, wieviele solcher Zahlen es gibt. Darauf konnte bald Antwort gegeben
werden: viele (oder, um mit S. Wagon [152] zu sprechen: there are lots of normal num-
bers). Es sind sogar fast alle Zahlen absolut normal.
Dennoch ist es ein sehr schwieriges Problem, normale oder gar absolut normale Zahlen
zu konstruieren oder explizit anzugeben.
Ebenfalls sehr schwierig ist die Frage nach der Normalität bestimmter Zahlen, z.B.
π,

√
2 oder e. Ein Algorithmus, mit dem allgemein die Frage nach der Normalität einer

beliebigen Zahl zu beantworten wäre ist derzeit nicht bekannt (siehe dazu Kapitel 4, S.
40 und Kapitel 7, S. 101). Oder, mit den Worten von C. Kraiikamp und H. Nakada [70]:
Given an integer base β, it is already very difficult - if not impossible by the present
methods - to determine whether a number is normal in that base or not.

Bereits E. Borel konnte mit maßtheoretischen Methoden und unter Zuhilfenahme
des Lemmas von Borel-Cantelli beweisen, dass fast alle Zahlen absolut normal sind
(in dem Sinn, dass die Menge aller nicht-normalen Zahlen Lebesgue-Maß 0 hat). Wir
werden dasselbe Ergebnis hier auf das Weyl’sche Kriterium zurückführen (vgl. Kapi-
tel 2.2.1, S. 9) und folgen dabei der Vorgehensweise von L. Kuipers und H. Niederrei-
ter [71, S. 32-33].

Für den Beweis des folgenden Satzes verwenden wir das Lemma von Fatou, das hier
nicht bewiesen werden soll. Für einen Beweis desselben siehe etwa J. Elstrodt [41].

Satz 3.1.1 Sei ω eine Folge verschiedener ganzer Zahlen. Dann ist die Folge x · ω
gleichverteilt modulo 1 für fast alle reellen Zahlen x.

Beweis: Für alle ganzen Zahlen k ist mit der Folge x · ω auch die Folge x · ω + k
gleichverteilt modulo 1. Daher genügt es unter Berücksichtigung der Tatsache, dass die
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abzählbare Vereinigung von Nullmengen wieder eine Nullmenge ist, zu zeigen, dass x·ω
gleichverteilt modulo 1 für fast alle x ∈ [0, 1) ist.

Für eine feste ganze Zahl h 6= 0 definieren wir

S(N, x) =
1

N

N∑

n=1

e2πihω(n)x für N ≥ 1 und 0 ≤ x < 1.

Dann ist

|S(N, x)|2 = S(N, x)S(N, x) =
1

N2

N∑

m,n=1

e2πih(ω(m)−ω(n))x

und daher
∫ 1

0

|S(N, x)|2 dx =
1

N2

N∑

m,n=1

∫ 1

0

e2πih(ω(m)−ω(n))x dx

Da die einzigen nichtverschwindenden Beiträge zur letztgenannten Doppelsumme
von den Termen mit n = m stammen folgt die Gleichung

∫ 1

0

|S(N, x)|2 dx =
1

N

und daraus ∞∑

N=1

∫ 1

0

|S(N2, x)|2 dx =

∞∑

N=1

1

N2
<∞.

Mit dem Lemma von Fatou folgt

∫ 1

0

∞∑

N=1

|S(N2, x)|2 dx <∞

und dass daher ∞∑

N=1

|S(N2, x)|2 <∞

für fast alle x ∈ [0, 1) gelten muss.

Daher muss auch
lim

N→∞
S(N2, x) = 0
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für fast alle x ∈ [0, 1) gelten.

Zu jedem festen N ≥ 1 muss es ein m mit m2 ≤ N < (m+1)2 geben, woraus durch
einfache Abschätzungen

|S(N, x)| ≤ |S(m2, x)| + 2m

N
≤ |S(m2, x)| + 2√

N

folgt. Daher muss
lim

N→∞
S(N, x) = 0

für fast alle x ∈ [0, 1) sein, wobei die Ausnahmemenge von der anfangs gewählten
Zahl h abhängt. Wenn wir nun die Vereinigung all der Ausnahmemengen zu h =
±1,±2,±3 . . . bilden, erhalten wir eine Nullmenge B. Da nun

lim
N→∞

1

N

N∑

n=1

e2πihω(n)x = lim
N→∞

S(N, x) = 0

für alle x ∈ [0, 1)\B und alle natürlichen Zahlen h 6= 0 ist, ergibt sich mithilfe des
Weyl’schen Kriteriums, dass die Folge x · ω für fast alle x ∈ [0, 1) und daher auch für
fast alle Zahlen x ∈ R gleichverteilt modulo 1 sein muss. �

Wir wählen nun als Folge ω die durch ω(n) = βn für eine natürliche Zahl β ≥ 2
gegebene Folge. Dann gilt für fast alle reellen Zahlen x, dass die Folge βx, β2x, β3x, . . .
gleichverteilt modulo 1 und daher (vgl. Kapitel 2.4, Seite 22) die Zahl x normal zur
Basis β ist. Zu einer festen Basis β sind also fast alle reellen Zahlen normal.

Da es nur abzählbar viele mögliche Basen β gibt folgt auch sofort folgender Satz:

Satz 3.1.2 Fast alle reellen Zahlen sind absolut normal.

Dieses Ergebnis läßt sich auch auf andere Weise zeigen bzw. interpretieren. Für eine
ergodentheoretische Deutung siehe etwa P. Billingsley [11, S. 15] oder die Diplomarbeit
von P.J. Grabner [46], für eine wahrscheinlichkeitstheoretische Interpretation beispiels-
weise J. Elstrodt [41, S. 143]. S. Ducray [38] legt dar, wie man obiges Resultat als
Spezialfall des allgemeineren und erst später entdeckten (siehe A. Kolmogoroff [64])
starken Gesetzes der großen Zahlen auffassen kann. Ein anderer, weitestgehend auf
Maßtheorie verzichtender Beweis findet sich bei R. Nillsen [100].

3.2 Es gibt überabzählbar viele nicht-normale

Zahlen

Im vorhergehenden Abschnitt haben wir gesehen, dass fast alle Zahlen absolut normal
sind. Die Menge der nicht-normalen Zahlen hat also Lebesgue-Maß 0. Dennnoch gibt es
überabzählbar viele nicht-normale Zahlen, wie die folgenden Beispiele zeigen werden:
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Beispiel 3.2.1 Wir wählen eine feste Basis β ≥ 3. Dann ist die Menge aller Zahlen
der Form

a = 0.a1a2a3a4 . . . mit ai ∈ {0, 1}
überabzählbar. Alle diese Zahlen sind nicht normal zur Basis β, da keine dieser Zahlen
die Ziffer “2” auch nur ein einziges mal enthält.

Beispiel 3.2.2 (Cantor’sches Diskontinuum) Sei unsere Basis β = 3. Wir be-
trachten nun die Menge aller Zahlen der Form

a = 0.a1a2a3a4 . . . mit ai ∈ {0, 2}.

Diese Menge entspricht dem bekannten Cantor’schen Diskontinuum, dem wohl berühm-
testen Beispiel eine überabzählbaren Menge mit Lebesgue-Maß 0. Keine einzige in dieser
Menge enthaltene Zahl ist einfach normal zur Basis 3, da keine dieser Zahlen die Ziffer
“1” auch nur ein einziges Mal enthält. Daher ist auch keine dieser Zahlen normal zur
Basis 3.

Beispiel 3.2.3 Sei unsere Basis β = 2. Wir betrachten die (überabzählbare) Menge
aller Zahlen der Form

a = 0.00a100a200a300a4 . . . mit ai ∈ {0, 1}.

Für alle diese Zahlen ist die asymptotische relative Häufigkeit des Auftretens der Ziffer
“0” mindestens 2

3
. Daher ist keine dieser Zahlen einfach normal zur Basis 2, und

insbesondere auch keine dieser Zahlen normal zur Basis 2.

Wir haben damit zu jeder Basis β ≥ 2 eine überabzählbare Menge von Zahlen
angegeben, die nicht normal zu dieser Basis β sind. Insbesondere ist die Menge aller
nicht absolut normalen Zahlen, welche jede der oben angegebenen Mengen umfasst,
überabzählbar.

3.3 Einfach normale Zahlen bilden eine magere

Menge

Als “magere Menge” bzw. “Menge von 1. (Baire-)Kategorie” wird die höchstens abzähl-
bare Vereinigung nirgends dichter Mengen bezeichnet. Nirgends dichte Mengen sind
solche, deren Abschluß keine inneren Punkte enthält. Magere Mengen sind aus topo-
logischer Sicht klein. Beispielsweise bilden die rationalen Zahlen oder das Cantor’sche
Diskontinuum magere Mengen.

Wir behaupten nun den folgenden Satz:



KAPITEL 3. WIE VIELE NORMALE ZAHLEN GIBT ES? 38

Satz 3.3.1 Die zu einer festen Basis β einfach normalen Zahlen bilden eine magere
Menge.

Dieses Resultat stammt von T. Šalát [121] (siehe auch F. Schweiger und T. Šalát
[130]). Wir folgen hier dem bedeutend übersichtlicheren, bei E. Hlawka [52, S. 77]
angeführten Beweis.

Beweis: Sei a eine beliebige reelle Zahl der Form bac + 0.a1a2a3 . . . bezüglich einer
festen Basis β. In Übereinstimmung mit der Notation aus Kapitel 2.1 bezeichnen wir
mit N(0, An) die Anzahl jener j ≤ n mit aj = 0. Mit M(N0) bezeichnen wir jene
Menge, die alle a mit

∣
∣
∣
∣

N(0, An)

n
− 1

β

∣
∣
∣
∣
<

1

2β
für alle n ≥ N0

enthält. Da für jede einfach normale Zahl a

lim
n→∞

N(0, An)

n
=

1

β

gilt, muss jede einfach normale Zahl für ein passendes N0 ∈ N in der zugehörigen Men-
ge M(N0) liegen und daher der Vereinigung all dieser Mengen angehören.

Wir müssen jetzt nur noch zeigen, dass jede dieser Mengen M(N0) nirgends dicht
ist. Falls für ein festes N0 ∈ N der Abschluss der Menge M(N0) einen inneren Punkt,
damit eine offene nichtleere Menge und infolgedessen ein offenes Intervall enthielte, läge
darin eine Zahl der Form k/βl für passendes k ∈ Z und l ∈ N.

Zu jedem n ∈ N gäbe es damit ein a = bac + 0.a1a2a3 . . . ∈M(N0) mit

∣
∣
∣
∣
a− k

βl

∣
∣
∣
∣
<

1

βn
.

Es müssten daher alle Ziffern al+1, ..., an von a entweder ausnahmslos gleich 0 oder
ausnahmslos gleich β − 1 sein. Damit enthielten die ersten n Nachkommastellen von
a entweder mindestens l − n oder aber höchstens l mal die Ziffer “0”, es wäre also
entweder

N(0, An)

n
> 1 − l

n
oder

N(0, An)

n
<

l

n
.

Da wir n beliebig groß wählen können ergäbe sich dadurch für ausreichend großes
n, dass a unmöglich in M(N0) liegen kann, womit ein Widerspruch erreicht ist. Daher
kann keine der Mengen M(N0) auch nur einen einzigen Punkt im Inneren enthalten,
und die Behauptung des Satzes ist bewiesen. �

Da es nur endlich viele mögliche Basen gibt, folgt daraus auch sofort folgende



KAPITEL 3. WIE VIELE NORMALE ZAHLEN GIBT ES? 39

Proposition 3.3.1 Die Menge aller Zahlen, die zu mindestens einer Basis einfach
normal sind, ist mager.

Insbesondere sind auch die Menge aller zu mindestens einer Basis normalen bzw.
die Menge aller absolut normalen Zahlen mager. Umgekehrt ist die Menge aller Zah-
len, die zu keiner einzigen Basis einfach normal sind, überabzählbar (dieses Resultat
stammt von Maxfield [84]), denn diese Menge ist das Komplement der Menge aller zu
mindestens einer Basis einfach normalen Zahlen, besitzt daher als Komplement einer
mageren Menge die Mächtigkeit des Kontinuums und ist insbesondere überabzählbar.

Wie wir gesehen haben, gibt es also überabzählbar viele absolut normale Zahlen,
und dennoch bilden die zu einer Basis β einfach normalen Zahlen “nur” eine magere
Menge. E. Hlawka [52] quittiert dies mit der launigen Bemerkung

“Während sich die normalen Zahlen dem Maßtheoretiker geradezu auf-
drängen, kann sie der Topologe auf der Zahlengeraden übersehen, so dünn
sind sie gestreut.”



Kapitel 4

Konstruktion normaler Zahlen

E. Borel konnte bereits 1909 beweisen, dass fast alle Zahlen normal sind; ein Beispiel
für eine normale Zahl blieb aber lange Zeit ausständig. W. Sierpiński [133] behauptet
zwar

“The first effective example of an absolutely normal number was given by
me in the year 1916.”

was aber auf seine, von der unseren abweichende Definition des Begriffs “absolut nor-
mal” zurückzuführen ist. Tatsächlich konstruierte er (siehe Sierpiński [132]) eine Zahl,
die zu allen möglichen Basen β ≥ 2 einfach normal ist. Dasselbe gilt für V. Becher
und S. Figueira [8], die unlängst einen Algorithmus zur effektiven Berechnung der von
Sierpiński konstruierten Zahl angaben.

4.1 Champernowne

Das erste explizite Beispiel einer normalen Zahl konnte D.G. Champernowne [23] im
Jahr 1933 angeben. Er zeigte, dass die sogenannte “Champernowne-Zahl”

0.1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 ...

normal zur Basis 10 ist.

Um die Normalität dieser Zahl zu beweisen folgen wir der Vorgehensweise von
I. Niven [101].

Satz 4.1.1 Die Zahl
x = 0.12345678910111213 . . .

ist normal zur Basis 10.
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Beweis: Bezeichne Xn den Block, der aus den ersten n Ziffern der Champernowne-
Zahl x besteht. Wir denken uns Xn in kleinere Blöcke unterteilt, entsprechend den
natürlichen Zahlen, also

Xn = 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, ... , a1a2...am, ... (4.1)

Die letzte vollständig in dieser Unteilung von Xn enthaltene natürliche Zahl u habe die
Ziffern a1a2...am, es sei also

u = a110m−1 + a210m−2 + · · ·+ am mit a1 6= 0.

In (4.1) stehen maximal m Ziffern hinter dem letzten Komma, und da höchstens
u+ 1 Blöcke vorkommen ergibt sich

n ≤ m(u+ 1). (4.2)

Wir definieren die Zahlen

uj = bu10−jc = a110m−1−j + a210m−2−j + · · ·+ am−j für j = 1, 2, . . . , m− 1.

Um die Häufigkeit des Erscheinens eines bestimmten Ziffernblocks Bk = b1b2 . . . bk
abschätzen zu können, zählen wir nur die Häufigkeit des Vorkommens von Bk innerhalb
eines der Blöcke von (4.1) und ignorieren solche Fälle, in denen Bk ein oder mehrere
Kommas berührt oder überschreitet.

Wir suchen also nur Blöcke der Form

y1y2 . . . ysb1b2 . . . bkz1z2 . . . zt = YsBkZt. (4.3)

Da in jedem Block in (4.1) höchstens m Ziffern auftreten, verlangen wir dass s +
k + t ≤ m gilt. Darüber hinaus darf die in (4.3) gegebene Zahl nicht größer als u sein,
was gewährleistet wird durch die Forderung, dass

y110s−1 + y210s−2 + · · ·+ ys < a110m−k−t−1 + a210m−k−t−2 + · · ·+ am−k−t = uk+t

ist.

Es gibt in (4.3) also uk+t − 1 Möglichkeiten für die Zahl Ys und 10t Möglichkeiten
für die t Ziffern von Zt. Daher ist die Anzahl der Zahlen der Form (4.3), die in (4.1)
gefunden werden können, mindestens gleich

m−k−1∑

t=0

10t(uk+t − 1),

wobei der größtmögliche Wert für t sich durch Einsetzen von s = 1 in die Ungleichung
s+ k + t ≤ m als t = m− k − 1 ergibt.
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Bezeichne nun N(Bk, Xn) jene Anzahl, mit welcher der Ziffernblock Bk in (4.1)
aufscheint, dann erhalten wir also

N(Bk, Xn) ≥
m−k−1∑

t=0

10t(uk+t − 1).

Es gilt uj > u10−j −1 (wie man sofort aus der Definition der uj ersieht), und daher
ist

N(Bk, Xn) >
m−k−1∑

t=0

10t(u · 10−k−t − 2)

=
m−k−1∑

t=0

u · 10−k −
m−k−1∑

t=0

2 · 10t

> (m− k)u · 10−k − 10m−k. (4.4)

Indem man die linke Seite durch n, die rechte durch m(u+1) dividiert, erhält man
unter Berücksichtigung von (4.2)

1

n
N(Bk, Xn) >

m− k

m
· u

u+ 1
10−k − 10m−k

u+ 1
· 1

m

= 10−k − 10−k
( 1

u+ 1
+

u

u+ 1
· k
m

)

− 10m−k

u+ 1
· 1

m
.

Es gilt
10m−k

u+ 1
≤ 10m−1

u+ 1
≤ u

u+ 1
< 1.

und aus n→ ∞ folgt

u→ ∞, m→ ∞,
k

m
→ 0.

Daher können wir für jedes ε > 0 ein genügend großes n wählen, so dass

1

n
N(Bk, Xn) > 10−k − ε

und daher

lim inf
n→∞

1

n
N(Bk, Xn) ≥ 10−k

ist.
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Da dies für alle 10k möglichen k-stelligen Ziffernblöcke Bk gilt, muss laut Lem-
ma 2.3.1 ingesamt

lim
n→∞

N(Bk, Xn)

n
= 10−k

sein.

Damit ist die Champernowne-Zahl normal zur Basis 10 und die Behauptung bewie-
sen. �

Es kann gezeigt werden, dass die Champernowne-Zahl zwar normal zur Basis 10
und daher ebenfalls normal beispielsweise zu den Basen 100 und 1000 (siehe Kapi-
tel 5.1), aber nicht normal zu manchen anderen Basen ist. Steinhaus hatte vermutet,
dass Normalität, so wie etwa Irrationalität oder Transzendenz, eine Eigenschaft der
Zahlen an sich sein könnte, unabhängig davon, in welcher Basis β diese Zahlen darge-
stellt werden. Damit wären die Eingenschaften “absolut normal” und “normal zu einer
Basis β” äquivalent. Dem ist allerdings nicht so, wie erstmals J.W.S. Cassels [22] im
Jahr 1952 zeigen konnte (siehe Kapitel 5.2).

Es lassen sich allerdings auf die gleiche Konstruktionsweise wie oben weitere Zahlen
finden, die normal zu einer bestimmten Basis sind. So ist etwa die “binäre Champernowne-
Zahl”

0.1 10 11 100 101 110 111 1000 . . .

normal zur Basis 2.

4.2 Copeland und Erdös

Bereits D.G. Champernowne [23] hat vermutet, dass die Zahl 0.23571113. . . , also jene
Zahl, deren Dezimalstellen durch die Primzahlen in aufsteigender Reihenfolge gebildet
werden, normal zur Basis 10 ist (Gelegentlich wird auch die Zahl 0.123571113. . . an-
gegeben, was aber in Hinblick auf Normalität keinerlei Unterschied macht).
Diese Vermutung konnte erstmals 1946 von Arthur H. Copeland und Paul Erdös [32]
bewiesen werden, als Spezialfall des folgenden allgemeineren Satzes. Man bezeichnet
daher die Zahl 0.23571113. . . als “Copeland-Erdös-Konstante”.

Satz 4.2.1 (Satz von Copeland-Erdös) Sei a1, a2 . . . eine monoton wachsende Fol-
ge natürlicher Zahlen, so dass für jedes θ < 1 für hinreichend großes N gilt #{ai | ai ≤
N} ≥ N θ.
Dann ist die Zahl

0.a1a2a3 . . . ,

gebildet durch Hintereinanderschreiben der ai, normal zu jener Basis β, in der diese
natürlichen Zahlen gegeben sind.
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Der Beweis beruht auf dem Konzept der (j, ε)-Normalität, das von Besicovitch [10]
eingeführt und von Stoneham verfeinert wurde (siehe Kapitel 8.5).

Eine ganze Zahl a heißt “(j, ε)-normal” zur Basis β, falls jede Kombination von
j Ziffern, also jeder j-stellige Ziffernblock, in der β-adischen Ziffernentwicklung von a
mit einer relativen Häufigkeit zwischen β−j − ε und β−j + ε vorkommt. Wir definieren
(j, ε)-Normalität also folgendermaßen:

Definition 4.2.1 Sei a eine ganze Zahl der Form

a = anan−1 . . . a1a0 mit an 6= 0,

dargestellt in Basis β. Für jede feste ganze Zahl j ≥ 1 und jedes ε > 0 heißt a “(j, ε)-
normal” zur Basis β, falls für jeden beliebigen j-stelligen Ziffernblock Bj = b1b2 . . . bj

∣
∣
∣
∣

N(Bj , a)

n+ 1
− 1

βj

∣
∣
∣
∣
< ε

gilt, wobei N(Bj , a) die Anzahl des Erscheinens des Ziffernblocks Bj = b1b2 . . . bj in
der β-adischen Darstellung von a angibt.

Wir zeigen zunächst das folgende Lemma:

Lemma 4.2.1 Für hinreichend großes N ist die Anzahl der natürlichen Zahlen kleiner
oder gleich N , die nicht (j, ε)-normal bezüglich einer festen Basis β sind, kleiner als
N δ, mit δ = δ(ε, j, β) < 1.

Beweis: Wir beweisen das Lemma zuerst für den Fall j = 1, also für (1, ε)-Normalität.
Wir wählen ein x so, dass βx−1 ≤ N < βx gilt. Dann existieren höchstens

β
∑

 βk + β
∑

 βk

natürliche Zahlen kleiner oder gleich N , unter deren Ziffern weniger als x(1 − ε)/β
mal die Ziffer “0”, “1”, “2” etc., oder mehr als x(1 + ε)/β mal eine “0”, “1”, “2” etc.
auftritt, wobei βk = (β − 1)x−k

(
x
k

)
ist und die Summen

∑

 und
∑

 sich über jene
Werte von k erstrecken, für die k < (1 − ε)x/β bzw. k > (1 + ε)x/β gilt.

Die restlichen Zahlen müssen zwischen x(1 − ε) und x(1 + ε) Ziffern besitzen und
daher muss für diese Zahlen die relative Häufigkeit für das Auftreten der Ziffern “0”,
“1”, “2” etc. zwischen (1 − ε)/β(1 + ε) und (1 + ε)/β(1 − ε) liegen.

Jetzt müssen wir zeigen, dass β
(∑

 βk +
∑

 βk

)
< N δ gilt. Die folgenden beiden

Ungleichungen ergeben sich aus Abschätzungen für die Binomialkoeffizienten.

∑

 βk < (x+ 1)βr1 und
∑

 βk < (x+ 1)βr2
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mit
r1 = b(1 − ε)x/βc und r2 = b(1 + ε)x/βc.

Durch wiederholte Anwendung der Gleichung

βk+1/βk =
x− k

(k + 1)(β − 1)

erhalten wir
βr1ρ

εx/2
1 < βr′1

< βx,

wobei

r′1 = b(1 − ε/2)/β)c und ρ1 =
x− r1

(r1 + 1)(β − 1)

ist, mit ρ1 > 1 für hinreichend großes x. Daraus folgt

βr1 < (ρ
−ε/2
1 β)x

und, auf gleiche Weise,
βr2 < (ρ

−ε/2
2 β)x.

Daher ist

β
(∑

 β1 +
∑

 β2

)

< β(x+ 1)
(

(ρ
−ε/2
1 β)x + (ρ

−ε/2
2 β)x

)

< βδ(x−1) ≤ N δ

und das Lemma ist gezeigt für (1, ε)-Normalität.

Für den allgemeineren Fall der (j, ε)-Normalität denken wir uns die Ziffern b0, b1, . . .
einer Zahl b ≤ N folgendermaßen in Gruppen zusammengefasst:

b0, b1, . . . , bj−1; bj , . . . , b2j−1; b2j , . . . , b3j−1; . . .

Jede dieser Gruppen entspricht einer einzelnen Ziffer von b, wenn b in der Basis
βj dargestellt wird. Daher gibt es höchstens N δ Zahlen b ≤ N , für welche die relati-
ve Häufigkeit für das Auftreten einer bestimmten Ziffernkombination innerhalb dieser
Gruppen ausserhalb des Intervalls von [β−j − ε, β−j + ε] liegt.

Dasselbe gilt für

b1, b2, . . . , bj; bj+1, . . . , b2j ; b2j+1, . . . , b3j ; . . . . . .

und so fort. Damit ist das Lemma gezeigt. �

Um jetzt den vorhergehenden Satz zu beweisen betrachten wir die Zahlen a1, a2, . . .
der monoton wachsenden Folge bis zum größten ai ≤ N , wobei N = βn sei. Zumindest
N θ−N1−ε dieser Zahlen besitzen wenigstens n(1−ε) Ziffern, da aufgrund der Annahme
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diese Folge zumindest N θ Zahlen enthält und höchstens βn(1−ε) = N1−ε dieser Zahlen
weniger als n(1 − ε) Ziffern besitzen.

Daher besitzen all diese Zahlen zusammen insgesamt mindestens n(1−ε)(N θ−N1−ε)
Ziffern. Bezeichne nun fN die relative Häufigkeit des Auftretens der Ziffer “0”. Aus dem
vorhergehenden Lemma folgt, dass die Anzahl der ai, bei denen die relative Häufigkeit
des Auftretens der Ziffer “0” größer als β−1 + ε ist, höchstens N δ beträgt, und daher
ist

fN < β−1 + ε+
nN δ

n(1 − ε)(N θ −N1−ε)
= β−1 + ε+

N δ−θ

(1 − ε)(1 −N1−ε−θ)
.

Da wir θ größer als δ und größer als 1 − ε wählen können folgt dass der Grenzwert

lim sup
N→∞

fN ≤ β−1 + ε

und daher (wir können ε beliebig klein wählen)

lim sup
N→∞

fN ≤ β−1

ist.

Ein gleiches Resultat gilt auch für die Ziffern 1, 2, . . . , β − 1, und daher muss laut
Lemma 2.3.2 jede dieser Ziffern mit einer asymptotischen relativen Häufigkeit von β−1

auftreten.

Auf dieselbe Weise kann gezeigt werden, dass die asymptotische relative Häufigkeit
für das Auftreten jeder Kombination von j Ziffern, also jedes j-stelligen Ziffernblocks,
genau gleich β−k ist. Damit ist der Satz bewiesen. �

Mit Hilfe dieses Satzes läßt sich nun die Vermutung von Champernowne folgender-
maßen beweisen: Die Anzahl der Primzahlen kleiner als N übersteigt cN/logN für jede
Konstante c < 1, sofern N groß genug gewählt wird. Daher gelten die Vorraussetzun-
gen des Satzes, und somit ist die Copeland-Erdös-Konstante 0.23571113 . . . ist normal
zur Basis 10. Auch die Normalität der Champernowne-Zahl läßt sich mit diesem Satz
sofort beweisen.

4.3 Davenport und Erdös

In diesem Kapitel wird eine Arbeit von H. Davenport und P. Erdös [33] aus dem Jahr
1952 präsentiert. Darin wird die bereits 1946 von Copeland und Erdös [32] aufgestellte
Vermutung bewiesen, dass die Zahl 0.f(1)f(2)f(3) . . . , gebildet durch Aneinanderrei-
hen der Werte eines Polynoms an den Stellen x = 1, 2, 3, . . . , normal ist.
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Das Wort “normal” bezieht sich in diesem Kapitel steht auf Normalität zur Basis 10,
so wie auch alle Zahlen stets in Darstellung zur Basis 10 aufzufassen sind. Eine Verall-
gemeinerung auf andere Basen sollte aber problemlos möglich sein.

Einen Spezialfall des folgenden Satzes, mit f(x) = x2, konnte bereits A.S. Besi-
covitch [10] im Jahr 1934 beweisen. Wir aber wollen hier nun folgenden Satz zeigen,
wobei wir dem von H. Davenport und P. Erdös in [33] angegebenen Beweis folgen:

Satz 4.3.1 (Satz von Davenport-Erdös) Sei f(x) ein beliebiges, nichtkonstantes
Polynom in x, das bei x = 1, 2, . . . ausschließlich positive ganze Zahlen als Werte
annimmt. Dann ist die Zahl

0.f(1)f(2)f(3) . . . ,

deren Kommastellen durch Aneinanderreihen der Werte f(1), f(2), f(3), . . . gebildet
werden, normal.

Bemerkung: Damit ein Polynom f(x) an den Stellen x = 1, 2, . . . ausschließlich
ganzzahlige Werte annimmt (wie im Satz verlangt), darf es notwendigerweise keine irra-
tionalen Koeffizienten besitzen. Dies folgt etwa aus dem Satz von Weyl (siehe E. Hlaw-
ka [52, S. 33]), laut dem für jedes Polynom f(x), bei dem in f(x) − f(0) zumindest
ein irrationaler Koeffizient auftritt, die Folge f(1), f(2), f(3), . . . gleichverteilt modulo
1 ist.

Beweis des Satzes: Bezeichne N(t) jene Anzahl, mit welcher ein bestimmter k-
stelliger Ziffernblock unter den ersten t Nachkommastellen der Zahl 0.f(1)f(2)f(3) . . .
auftritt. Allgemeiner sei N(u, t) die Anzahl des Vorkommens dieses Ziffernblocks im
Bereich von der u + 1-ten bis zur t-ten Nachkommastelle. Es ist also N(0, t) = N(t).
Für diese Funktion gilt, für t > u

N(u, t) ≤ N(t) −N(u) ≤ N(u, t) + (k − 1). (4.5)

Bezeichne nun g den Grad des Polynoms f(x). Zu jeder positiven natürlichen Zahl n
bezeichne weiters xn den größten ganzzahligen Wert x, für den f(x) aus weniger als n
Ziffern besteht. Dann besitzt, für hinreichend großes n, der Funktionswert f(xn + 1)
genau n Ziffern, ebenso wie f(xn + 2), . . . , f(xn+1). Offensichtlich ist

xn ∼ α(101/g)n für n→ ∞, (4.6)

wobei α eine Konstante bezeichnet. Die letzte Ziffer von f(xn) stehe in der Dezimalent-
wicklung .f(1)f(2) . . . an tn-ter Stelle. Dann ist die Anzahl der Ziffern im Ziffernblock

f(xn + 1)f(xn + 2) . . . f(xn+1)

bei hinreichend großem n genau tn+1 − tn und daher n(xn+1 − xn), da jeder der Funk-
tionswerte aus n Ziffern besteht. Es ist also für hinreichend großes n

tn+1 − tn = n(xn+1 − xn) (4.7)
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woraus mit (4.6)
tn ∼ αn(101/g)n für n→ ∞ (4.8)

folgt.

Um die Normalität der Zahl .f(1)f(2)f(3) . . . zu beweisen, genügt es zu zeigen dass

N(tn, t) = 10−k(t− tn) + o(tn) für n→ ∞ und tn < t < tn+1 (4.9)

ist. Damit und aus (4.5) ergibt sich

N(t) −N(th) =

n−1∑

r=h

N(tr, tr+1) +N(tn, t) +R,

für passendes festes h und R mit |R| < nk. Als ein Spezialfall von (4.9) ergibt sich

N(tr, tr+1) = 10−k(tr+1 − tr) + o(tr)

und daraus die Normalität von .f(1)f(2)f(3) . . . .

Um nun (4.9) zu zeigen können wir nun oBdA. annehmen, dass sich t von tn um
ein ganzzahliges Vielfaches von n unterscheidet. Wir setzen t = tn +nX. Es ist N(tn, t)
die Anzahl des Vorkommens eines festen k-stelligen Ziffenblocks in

f(xn + 1)f(xn + 2) . . . f(xn +X), (4.10)

wobei 0 < X < xn+1 − xN gilt. Wir können uns auf jene Auftreten des k-stelligen
Ziffernblocks beschränken die innerhalb eines Wertes f(x) liegen, da die Anzahl der
anderen höchstens gleich (k − 1)(xn+1 − xn) und damit laut (4.6) und (4.8) o(tn) ist.
Die Anzahl des Vorkommens eines festen Ziffernblocks Bk = b1b2 . . . bk in einem be-
stimmten f(x) ist gleich der Anzahl jener m mit k ≤ m ≤ n, für die der Bruchteil
{10−mf(x)} mit den Ziffern .b1b2 . . . bk beginnt. Wir definieren θ(z) als 1, falls z modu-
lo 1 kongruent zu einer Zahl innerhalb des Intervalls [0.b1b2 . . . bk, 0.b1b2bk + 10−k] ist,
und als 0 sonst. Die Anzahl des Vorkommens des Ziffernblocks in f(x) ist dann gleich

n∑

m=k

θ(10−mf(x)).

Daher ist

N(tn, t) =
xn+X∑

x=xn+1

n∑

m=k

θ(10−mf(x)) + O(xn+1 − xn)

mit dem vorhin genannten Fehler. Um also (4.9) zu zeigen, genügt es folgende Gleichung
zu beweisen:

n∑

m=k

xn+X∑

x=xn+1

θ(10−mf(x)) = 10−knX + o(n(xn+1 − xn)) (4.11)
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für 0 < X ≤ xn+1−xn. Wir zeigen, dass für jede feste Zahl δ > 0 mit δn < m < (1−δ)n
xn+X∑

x=xn+1

θ(10−mf(x)) = 10−kX + o(xn+1 − xn) (4.12)

gleichmäßig in m gilt. Dies genügt, um (4.11) zu zeigen, denn der Beitrag der fehlenden
Werte von m ist höchstens 2δnX und daher, ebenso wie δ selbst, beliebig klein. Es ist

X ≤ xn+1 − xn < α(101/g)n+1, (4.13)

und wir können ebenso

X > (xn+1 − xn)1−δ/2 > γ(101/g)n(1−δ/2) (4.14)

mit einer Konstanten γ > 0 annehmen, da sonst Gleichung (4.12) trivialerweise erfüllt
ist.

Man kann nun (siehe H. Weyl [154] und J.F. Koksma [63]) zu jedem η > 0 zwei
1-periodische Funktionen θ1(z) und θ2(z) konstruieren, sodass θ1(z) ≤ θ(z) ≤ θ2(z) gilt
und θ1 bzw. θ2 Fourier-Entwicklungen der Form

θ1(z) = 10−k − η +
∑

ν∈Z, ν 6=0

A(1)
ν e2πiνz

θ2(z) = 10−k + η +
∑

ν∈Z, ν 6=0

A(2)
ν e2πiνz

besitzen. Dabei sind die Koeffizienten Aν beschränkt durch

|Aν | ≤ min
( 1

|ν| ,
1

ην2

)

.

Wenn wir diese Funktionen verwenden, um θ(10−mf(x)) in Gleichung (4.12) zu appro-
ximieren, sehen wir dass es ausreichen wird, die Summe

Sn,m,ν =

xn+X∑

x=xn+1

e2πi(10−m νf(x))

abzuschätzen. Wir zeigen
|Sn,m,ν| < CX1−ζ (4.15)

für alle m und ν, die

δn < m < (1 − δ)n und 1 ≤ ν < η−2 (4.16)
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genügen, wobei C und ζ positive Zahlen sind, die nur von δ, η und f(x) abhängen. Das
reicht aus, um (4.12) zu zeigen, da X ≤ xn+1 − xn ist.

Ungleichung (4.15) ist ein Spezialfall der Weyl’schen Ungleichung (Satz 2.5.1, S. 32).
Der größte Koeffizient im Polynom 10−mνf(x) ist 10−mνc/d, wobei c/d den größten
Koeffizienten in f(x) (der eine rationale Zahl sein muss) bezeichnet. Wir schreiben

10−mν
c

d
=
p

q

mit teilerfremden ganzen Zahlen p und q und setzen G = 2g−1. Dann ist, nach der
Weyl’schen Ungleichung

|Sn,m,ν|G < C1X
εqε(XG−1 +XGq−1 +XG−gq) (4.17)

für beliebiges ε > 0, wobei C1 nur von g und ε abhängt. Wir haben

q ≤ 10md < 10(1−δ)nd

und
q ≥ 10mν−1c−1 > 10δnη2c−1.

Das stellt eine Beziehung zwischen der Größe von q und jener von n her. Beziehungen
zwischen n und X finden sich in Ungleichungen (4.13) und (4.14). Damit ergibt sich

C2X
gδ < q < C3X

g(1−δ/3)

wobei C2 und C3 nur von η, c, d und g abhängen. Wenn wir diese Ungleichungen in
(4.17) einsetzen, erhalten wir (4.15). Damit ist der Satz bewiesen. �

Der Vollständigkeit halber sei der folgende weiterreichende Satz aufgeführt, der sich
ebenfalls in [33] findet. Der Beweis soll hier nicht wiedergegeben werden, man siehe [33,
Seite 61].

Satz 4.3.2 Für festes j und ε > 0 sind fast alle Zahlen f(1), f(2), . . . (j, ε)-normal.
Die Anzahl der Werte n ≤ x, für die f(n) nicht (j, ε)-normal ist, ist also ein o(x) für
x→ ∞.

Diskrepanzabschätzungen (vgl. Kapitel 6) für die Davenport-Erdös-Zahlen finden
sich etwa bei J. Schoißengeier [128] oder J. Schiffer [123]. Allgemeinere Resultate als
das soeben besprochene erzielten etwa Y. Nakada und I. Shiokawa. Sie zeigten unter
anderem (siehe Nakai und Shiokawa [96]) die Normalität von Zahlen der Form

0.bg(1)cbg(2)cbg(3)c . . .
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Dabei ist g(x) eine Funktion der Form

g(x) = αxb + α1x
b1 + · · · + αdx

bd

mit reellen Koeffizienten α > 0, α1, . . . , αd ungleich Null und b > b1 > · · · > bd ≥ 0,
wobei mindestens eine der Zahlen b, b1, . . . , bd keine ganze Zahl und daher g(x) kein
Polynom ist. Weiters muss g(x) ≥ 1 für x ≥ 1 erfüllt sein.
Daraus folgt etwa, in Verbindung mit dem Satz von Davenport-Erdös, dass alle Zahlen
der Form

0.1b2bcb3bcb4bc
für eine beliebige reelle Zahl b > 0 normal sind.

Ebenfalls von Y. Nakai und I. Shiokawa stammt eine Verallgemeinerung des Satzes
von Davenport-Erdös, die nicht nur Polynome mit rationalen Koeffizienten, sondern
Polynome mit beliebigen reellen Koeffizienten zulässt. Sie zeigten (siehe Nakai und
Shiokawa [97][98]) dass für ein beliebiges Polynom mit rellen Koeffizienten g(x), welches
g(t) > 0 für t > 0 erfüllt, die Zahl

0.bg(1)cbg(2)cbg(3)c . . .

normal ist (siehe auch Kapitel 6.3, S. 89). Eine weitere von Y. Nakai und I. Shiokawa
stammende Konstruktion normaler Zahlen wird im folgenden Kapitel besprochen wer-
den.

Eine Verallgemeinerung der diesem Kapitel angegebenen Konstruktion normaler
Zahlen auf den mehrdimensionalen Fall findet sich in M.B. Levin und M. Smorodinsky
“A Zd generalization of the Davenport-Erdös construction of normal numbers” [77].

4.4 Nakai und Shiokawa

In diesem Kapitel soll eine (relativ) aktuelle Arbeit von Y. Nakai und I. Shiokawa [99]
aus dem Jahr 1997 mit dem Titel “Normality of numbers generated by the values of
polynomials at primes” vorgestellt werden. Dabei handelt es sich in einem gewissen
Sinn um eine Verallgemeinerung der in Kapitel 4.3 vorgestellten Konstruktion von Da-
venport und Erdös. Gleichzeitig wird eine Diskrepanzabschätzung für die konstruierten
Zahlen gegeben (näheres zu Diskrepanz siehe Kapitel 6).
In diesem Kapitel sind alle Zahlen, Ziffernblöcke etc. dargestellt bezüglich einer festen
Basis β ≥ 2 zu verstehen.

Wir wollen hier den folgenden Satz zeigen, und dabei dem von Nakai und Shioka-
wa [99] angeführten Beweis folgen:



KAPITEL 4. KONSTRUKTION NORMALER ZAHLEN 52

Satz 4.4.1 Sei f(x) ein nichtkonstantes Polynom, das bei positiven natürichen Zahlen
ausschließlich positive natürliche Zahlen als Werte annimmt (und daher ausschließlich
rationale Koeffizienten besitzt, siehe Bemerkung auf S. 47). Dann ist die Zahl

a(f) = 0.f(2)f(3)f(5)f(7)f(11)f(13) . . . ,

gebildet durch Aneinanderreihen der Werte des Polynoms an den Primzahlen in aufstei-
gender Reihenfolge, normal zur Basis β. Genauer ist für jeden k-stelligen Ziffernblock
Bk

N(Bk, An)

n
=

1

βk
+ O

(
1

logn

)

, (4.18)

wobei An die ersten n Nachkommaziffern der Zahl a(f) bezeichnet und die durch
das Landau-Symbol implizierte Konstante ausschließlich von β, k und dem Polynom
f abhängt.

Beweis: Sei a(f) = 0.a1a2 . . . an . . . die Zifferndarstellung von a = a(f) zur Basis
β. Dann gehört jedes an zu einem bestimmten (f(pν)), wobei pν die ν-te Primzahl ist
und sich ν = ν(n) berechnet läßt durch

ν−1∑

i=1

(
blogβ f(pi)c + 1

)
< n ≤

ν∑

i=1

(
blogβ f(pi)c + 1

)
.

Wir setzen x = x(n) = pν(n), so dass

n =
∑

p≤x

logβ f(p) + O(π(x)) + O(logβ f(x)) =
dx

log β
+ O

(
x

log x

)

, (4.19)

gilt, wobei d ≥ 1 den Grad des Polynoms f(t) bezeichnet, die Summe über alle Prim-
zahlen p läuft und π(x) die Anzahl der Primzahlen kleiner oder gleich x bedeutet. Laut
dem Primzahlsatz gilt

π(x) = Li x+ O
(

x

(log x)G

)

mit einer beliebigen positiven Konstanten G und

Li x =

∫ x

2

dt

log t
.

Dann ist

N(Bk, An) =
∑

p≤x

N(Bk, f(p)) + O(π(x)) + O(logβ f(x))

=
∑

p≤x

N(Bk, f(p)) + O
(

n

log n

)

(4.20)
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mit x = x(n) = pν(n). Dabei bezeichnet N(Bk, f(p)) natürlich jene Anzahl, mit welcher
der k-stellige Ziffernblock Bk in der Ziffernentwicklung von f(p) zur Basis β auftritt.

Sei j0 eine hinreichend große Konstante. Dann gibt es zu jedem ganzzahligen j ≥ j0
eine ganze Zahl nj , so dass

βj−2 ≤ f(nj) < βj−1 ≤ f(nj + 1) < βj

ist.
Wir stellen fest, dass

nj �� βj/d

gilt, und dass nj < n < nj+1 genau dann gilt, wenn f(n) aus j Ziffern besteht, oder,
anders formuliert,

f(n) = cj−1 . . . c1c0 ∈ {0, 1, . . . , β − 1}j mit cj−1 6= 0. (4.21)

Zu jedem x > βj0 definieren wir eine ganze Zahl J = J(x) durch

nJ < x ≤ nJ+1,

sodass
J = logβ f(x) + O(1) �� log x (4.22)

ist. Sei nun n eine ganze Zahl, die nj < n ≤ nj+1 erfüllt, mit j0 < j ≤ J , so dass
also f(n) wie in (4.21) geschrieben werden kann. Wir bezeichnen mit N∗(Bk, f(n)) die
Anzahl des Vorkommens des k-stelligen Ziffernblocks Bk in dem J-stelligen Ziffernblock
0 . . . 0
︸ ︷︷ ︸

J−j

cj−1 . . . c1. Dann gilt

0 ≤
∑

p≤x

N∗(Bk, f(p)) −
∑

p≤x

N(Bk, f(p))

≤
J−1∑

j=j0+1

(J − j)(π(nj+1) − π(nj)) + O(1)

≤
J−1∑

j=j0+1

π(nj+1) + O(1)

�
J−1∑

j=1

βj/d

J
� x

log x

und somit

N(Bk, An) =
∑

p≤x

N∗(Bk, f(p)) + O
(

n

log n

)

(4.23)
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mit x = x(n) = pν(n).

Wenn wir nun noch die Gleichung

∑

p≤x

N∗(Bk, f(p)) =
1

βk
π(x) logβ f(x) + O

(
x

log x

)

(4.24)

zeigen können, ist gemeinsam mit (4.23) und (4.19) Gleichung (4.18) und damit der
Satz bewiesen.

Wir benötigen zunächst einige Lemmata:

Lemma 4.4.1 Sei F (x) eine l-fach differenzierbare reellwertige Funktion, welche die
Ungleichung |F (l)(x)| ≥ λ > 0 auf einem Intervall [y, z] erfüllt. Dann ist

∣
∣
∣
∣

∫ z

y

e2πiF (x)dx

∣
∣
∣
∣
≤ c(l)λ−1/l.

Ein Beweis dieses Lemmas findet sich bei E.C. Titchmarsh [144, Kapitel 4.19].

Lemma 4.4.2 Sei

F (t) =
h

q
td + α1t

d−1 + · · ·+ αk

mit teilerfremden ganzen Zahlen h und q sowie reellen Zahlen αi. Falls die Ungleichung

(log x)σ ≤ q ≤ xd(log x)−σ

für σ > 26d(σ0 + 1) mit σ0 > 0 erfüllt wird, dann gilt
∣
∣
∣

∑

p≤x

e2πiF (p)
∣
∣
∣ ≤ c(d)x(log x)−σ0

für hinreichend großes x, wobei sich die Summe auf der linken Seite über alle Prim-
zahlen p ≤ x erstreckt.

Dieses Resultat geht auf I.M. Vinogradov zurück. Für einen Beweis siehe L. Hua [53,
Satz 10, Seite 66].

Lemma 4.4.3 Sei

F (x) = b0x
d + b1x

d−1 + · · ·+ bd−1x+ bd

ein Polynom mit ganzzahligen Koeffizienten und sei q eine positive ganze Zahl. Wenn
wir mit D den größten gemeinsamen Teiler von q, b0, b1, . . . , bd−1 bezeichnen, dann ist

∣
∣
∣

q
∑

n=1

e2πi F (n)
q

∣
∣
∣ ≤ d3ω(q/D)D1/dq1−1/d

für hinreichend großes q, wobei ω(n) die Anzahl der verschiedenen Primteiler einer
Zahl n bezeichnet.
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Ein Beweis dieses Lemmas ist ebenfalls bei L. Hua [53, Lemma 1.3 auf S. 2 und Lemma
1.6 auf S. 5] angeführt.

Lemma 4.4.4 Sei F (x) ein Polynom mit reellen Koeffizienten und mit führendem
Term αxd, wobei d ≥ 2 und α 6= 0 gelte. Sei weiters eine rationale Zahl p/q mit
ggT (p, q) = 1 so gewählt, dass |α− p

q
| < 1

q2 gilt. Weiters sei die Ungleichung

(logQ)H ≤ q ≤ Qd

(logQ)H

für H > d2 + 2dG und G ≥ 0 erfüllt. Dann ist

∣
∣
∣

∑

1≤n≤Q

e2πiF (n)
∣
∣
∣� Q

(logQ)G
.

Dieses Lemma wurde von Nakai und Shiokawa [97] bewiesen.

Lemma 4.4.5 Seien f(t) und Bk wie in Satz 4.4.1. Dann gilt

∑

n≤y

N(Bk, f(n)) =
1

βk
y logβ f(y) + O(y)

für y → ∞, wobei die durch das Landau-Symbol implizierte Konstante ausschließlich
von β, k und dem Polynom f abhängt.

Für einen Beweis des Lemmas siehe Nakai und Shiokawa [98].

Nun müssen wir also, um den Satz zu beweisen, Ungleichung (4.24) zeigen. Wir
schreiben

∑

p≤x

N∗(Bk, f(p)) =
∑

p≤x

J∑

m=k

I

(
f(p)

βm

)

mit

I(t) =

{
1 falls

∑k
j=1 bjβ

−j ≤ t− btc ≤∑k
j=1 bjβ

−j + β−k

0 sonst

wobei die Ziffern des Blocks Bk mit b1 . . . bk bezeichnet werden.

Nun gibt es (siehe I.M. Vinogradov [145]) Funktionen I+(t) und I−(t), für welche
I−(t) ≤ I(t) ≤ I+(t) gilt und die eine Fourier-Entwicklung der Form

I+(t) = β−k + J−1 +
∑

ν∈Z, ν 6=0

A+(ν) e2πiνt
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bzw.
I−(t) = β−k − J−1 +

∑

ν∈Z, ν 6=0

A−(ν) e2πiνt

mit
|A±(ν)| � min(|ν|−1, Jν−2)

besitzen (vgl. den Beweis des Satzes von Davenport-Erdös, S. 47).

Wir wählen eine hinreichend große Konstante c0 und setzen

M = bc0 logβ Jc. (4.25)

Dann folgt

∑

p≤x

N∗(Bk, f(p)) (4.26)

Q
( ∑

k≤m≤dM

+
∑

dM<m≤J−M

+
∑

J−M<m≤J

)∑

p≤x

I±

(
f(p)

βm

)

=
∑

 +
π(x)

βk
(J − dM) +

∑

 +
∑

 + O(π(x)),

wobei d den Grad des Polynoms f(x) bezeichnet und

∑

 =
∑

(±) =
∑

k≤m≤dM

∑

p≤x

I±

(
f(p)

βm

)

∑

 =
∑

(±) =
∑

dM<m≤J−M

∑

1≤|ν|≤J2

A±(ν)
∑

p≤x

e2πi ν
βm f(p)

∑

 =
∑

(±) =
∑

J−M<m≤J

∑

1≤|ν|≤J2

A±(ν)
∑

p≤x

e2πi ν
βm f(p)

Wir wollen zuerst
∑

 abschätzen. Wir nehmen also dM ≤ m ≤ J −M an. Dann
erhalten wir, wenn wir den Führungskoeffizienten des Polynoms νβ−mf(t) als α/q mit
ggT (α, q) = 1 schreiben,

(log x)σ ≤ q ≤ xd(log x)−σ

für eine große Konstante σ. Daher gilt laut Lemma 4.4.2

∑

p≤x

e2πi ν
βm f(p) � x(log x)−σ0

mit einer Konstanten σ0 > 3 . Daraus ergibt sich

∑

 � x(log x)2−σ0 � x

log x
. (4.27)
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Nun wenden wir den weiter oben erwähnten Primzahlsatz auf
∑

 an. Es folgt

∑

p≤x

e2πi ν
βm f(p) =

∫ x

2

e2πi ν
βm f(t) dπ(t) + O(1)

=

∫ x

2

e2πi ν
βm f(t) dt

log t
+ O

(
x

(log x)G

)

=

∫ x

x(log x)−G

e2πi ν
βm f(t) dt

log t
+ O

(
x

(log x)G

)

� 1

log x
sup

ξ

∣
∣
∣

∫ ξ

x(log x)−G

e2πi ν
βm f(t) dt

∣
∣
∣ + O

(
x

(log x)G

)

� 1

log x

( |ν|
βm

)−1/d

+ O
(

x

(log x)G

)

,

indem wir den zweiten Mittelwertsatz und Lemma 4.4.1 mit |νβ−mf (d)(t)| � |ν|β−m

anwenden. Damit ergibt sich

∑

 �
∑

1≤|ν|≤J2

|ν|−1
∑

J−M≤m≤J

(

1

log x

( |ν|
βm

)−1/d

+ O
(

x

(log x)G

))

(4.28)

� 1

log x

∑

1≤|ν|≤J2

1

|ν|1+1/d

∑

m≤J

β−m/d + O
(

x

(log x)G−2

)

� x

log x

Um nun Satz 4.4.1 zu beweisen verbleibt uns, die Beziehung

∑

 =
π(x)

βk
dM + O

(
x

log x

)

(4.29)

zu zeigen, da aus dieser in Verbindung mit (4.22), (4.26), (4.27) und (4.28)

∑

p≤x

N∗(Bk, f(p)) =
π(x)

βk
J + O

(
π(x)

)
=
π(x)

βk
logβ f(x) + O

(
x

log x

)

folgt, also die gewünschte Ungleichung (4.24).

Es bleibt also noch Ungleichung (4.29) zu zeigen. Wir werden dies in drei Schritten
durchführen.

Schritt 1: Wir nehmen k ≤ m ≤ dM an, mit M wie in (4.22) bzw. (4.25). Wir
werden den Primzahlsatz in folgender Form (siehe M.N. Huxley [54, Kapitel 17]) an-
wenden:
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Sei π(x; q, α) die Anzahl der Primzahlen p ≤ x in einer arithmetischen Reihe p ≡ α
(mod q) mit ggT (α, q) = 1, und ϕ(n) bezeichne die Euler’sche ϕ-Funktion. Dann gilt

π(x; q, α) =
1

ϕ(q)
Li x+ O(xe−c

√
log x)

gleichmäßig in 1 ≤ q ≤ (log x)H , mit einer Konstanten c > 0, die von einer beliebig
gewählten Konstante H > 0 abhängt (für uns genügt hier ein schwächeres Ergebnis
mit O(x(log x)−G) auf der rechten Seite).

Bezeichne D das kleinste gemeinsame Vielfache aller Nenner der (rationalen) Ko-
effizienten von f(t), ausgenommen den konstanten Term. Dann ist

∑

p≤x

I±

(
f(p)

βm

)

=
∑

p≤x, ggT (p,Dβ)=1

I±

(
f(p)

βm

)

+ O(1)

=
∑

α mod Dβm

ggT (a, Dβ) = 1

I±

(
f(α)

βm

)

π(x;Dβm, α) + O(1)

=
∑

α mod Dβm

ggT (a, Dβ) = 1

I±

(
f(α)

βm

)(

1

ϕ(Dβm)
Li x+ O

(
x

(log x)G

))

+ O(1)

=
π(x)

ϕ(Dβm)

∑

α mod Dβm

ggT (a, Dβ) = 1

I±

(
f(α)

βm

)

+ O
(

βm x

(log x)G

)

.

Damit erhalten wir

∑

 Q
∑

k≤m≤dM

π(x)

ϕ(Dβm)

∑

α mod Dβm

ggT (a, Dβ) = 1

I±

(
f(α)

βm

)

+ O
(

MβdM x

(log x)G

)

(4.30)

=
∑

k≤m≤dM

π(x)

ϕ(Dβm)

∑

α mod Dβm

I±

(
f(α)

βm

)
∑

b|ggT (α,Dβ)

µ(b) + O
(

x

log x

)

=
∑

b|Dβ

µ(b)
∑

k≤m≤dM

π(x)

ϕ(Dβm

∑

α mod Dβm, b|α
I±

(
f(α)

βm

)

+ O
(

x

log x

)

= π(x)
Dβ

ϕ(Dβ)

∑

b|Dβ

µ(b)
∑

k≤m≤dM

1

Dβm

∑

1≤n≤Dβm/b

I±

(
f(bn)

βm

)

+ O
(

x

log x

)

,

wobei µ(n) die Möbius’sche µ-Funktion bezeichnet. Das Symbol “Q” bedeutet dabei
“≤” für

∑

(+) bzw. “≥” für
∑

(−). Außerdem gilt Dβ = O(1).
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Schritt 2: Wir wollen zeigen, dass für jedes b, welches b | Dβ erfüllt,

∑

k≤m≤dM

1

Dβm

∑

1≤n≤Dβm/b

I±

(
f(bn)

βm

)

(4.31)

=
∑

k≤m≤dM

1

DβM

∑

1≤n≤DβM/b

I±

(
f(bn)

βm

)

+ O(1)

gilt.
Für k ≤ m ≤ M haben wir

1

Dβm

∑

1≤n≤Dβm/b

I±

(
f(bn)

βm

)

=
1

DβM

∑

1≤n≤DβM/b

I±

(
f(bn)

βm

)

und daher

∑

k≤m<M

1

Dβm

∑

1≤n≤Dβm/b

I±

(
f(bn)

βm

)

(4.32)

=
∑

k≤m≤M

1

DβM

∑

1≤n<DβM/b

I±

(
f(bn)

βm

)

.

Falls d = 1 ist, folgt aus (4.32) auch (4.31). Wir können daher im Folgenden d ≥ 2
annehmen.Weiters wollen wir M ≤ m ≤ dM voraussetzen. Es gilt

∑

1≤n≤Dβm/b

I±

(
f(bn)

βm

)

Q
Dβm

b
· 1

βk
+ O

(
βm

J

)

+ O
(

∑

1≤|ν|≤J2

1

|ν|

∣
∣
∣
∣

∑

1≤n≤Dβm/b

e2πi ν
βm f(bn)

∣
∣
∣
∣

)

=
Dβm

b
· 1

βk
+ O

(
βm

J

)

+ O(βm(1−1/d)J2/d log J),

(wieder mit “Q” als “≤” bzw. “≥”, je nachdem, ob wir I+ oder I− betrachten) da laut
Lemma 4.4.3

∣
∣
∣
∣

∑

1≤n≤Dβm/b

e2πi ν
βm f(bn)

∣
∣
∣
∣
�
(

ggT(βm, ν)
)1/d

βm(1−1/d)

ist.
Damit erhalten wir

∑

M≤m≤dM

1

Dβm

∑

1≤n≤Dβm/b

I±

(
f(bn)

βm

)

=
(d− 1)M

bβk
+ O(1). (4.33)
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Nun wollen wir noch

∑

M≤m≤dM

1

DβM

∑

1≤n≤DβM/b

I±

(
f(bn)

βm

)

=
(d− 1)M

bβk
+ O(1) (4.34)

zeigen, was gemeinsam mit (4.33) und (4.32) auf (4.31) führt.

Um nun also (4.34) zu zeigen, stellen wir zuerst folgendes fest: Es ist

∑

M≤m≤dM

1

DβM

∑

1≤n≤DβM/b

I±

(
f(bn)

βm

)

(4.35)

Q
1

DβM

∑

M≤m≤dM

∑

1≤n≤DβM/b

(

1

βk
+ O

(
1

J

)

+
∑

1≤|ν|≤J2

A±(ν)e2πi ν
βm f(bn)

)

=
(d− 1)M

bβk
+ O(1) + O

(
∑

1≤|ν|≤J2

1

|ν| ·
1

DβM

∑

M≤m≤dM

∣
∣
∣
∣

∑

1≤n≤DβM/b

e2πi ν
βm f(bn)

∣
∣
∣
∣

)

.

Um die letzte Summe abzuschätzen, gehen wir folgendermaßen vor: Sei H eine große
Konstante. Dann können wir zu allen ν,m und b laut dem Dirichlet’schen Appro-
ximationssatz (siehe etwa E. Hlawka [52, Seite 1]) teilerfremde ganze Zahlen α und
q = q(ν,m, b) finden, so dass die Ungleichungen

1 ≤ q ≤ Qd

(logQ)H
mit Q = DβM/b

und ∣
∣
∣
∣

ν

βm
bd − α

q

∣
∣
∣
∣
<

(logQ)H

qQd

(

≤ 1

q2

)

erfüllt sind.
Falls

(logQ)H ≤ q ≤ Qd

(logQ)H

gilt, dann folgt mit Lemma 4.4.4
∣
∣
∣
∣

∑

1≤n≤DβM/b

e2πi ν
βm f(bn)

∣
∣
∣
∣
� Q

(logQ)G
� βM

(log J)2
.

Daher ist der Beitrag dieser Summen im letzten Term von (4.35)

� 1

DβM
(d− 1)M log J · βM

(log J)2
= O(1).

Falls jedoch
1 ≤ q ≤ (logQ)H (��MH)
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ist, dann gilt wegen m ≥M insbesondere ggT(ν, βm)bd 6= α/q. Daher ist

1

qβm
≤
∣
∣
∣
∣

ν

βm
bd − α

q

∣
∣
∣
∣
� MH

qβdM

und weiter
(dM ≥) m ≥ dM −H1 logM

mit einer hinreichend großen Konstanten H1. Daraus folgt

d

dt
· ν

βm
f(bt) �� ν

βm
td−1 � J2β−M+H1 log M = o(1)

im Intervall [1, DβM/b]. Nach einem Lemma von van der Corput (siehe
E.C. Titchmarsh [144, Lemma 4.8]) und Lemma 4.4.1 folgt

∑

1≤n≤DβM/b

e2πi ν
βm f(bn) =

∫ DβM/b

1

e2πi ν
βm f(bn) dt+ O(1)

�
∣
∣
∣
∣

ν

βm
f (d)(t)

∣
∣
∣
∣

−1/d

+ O(1)

�
( |ν|
βm

)−1/d

.

Daher ist der Beitrag dieser Summen zum letzten Term von (4.35)

� 1

DβM

∑

M≤m≤dM

∑

1≤|ν|≤J2

1

|ν|

( |ν|
βm

)−1/d

= O(1).

Wenn wir diese Ergebnisse zusammenfassen erhalten wir (4.34).

Schritt 3: Aus (4.30) und (4.31) folgt

∑

 Q π(x)
Dβ

ϕ(Dβ)

∑

b|Dβ

µ(b)
1

DβM

∑

k≤m≤dM

∑

1≤n≤DβM /b

I±

(
f(bn)

βm

)

+ O
(

x

log x

)

Q π(x)
Dβ

ϕ(Dβ)

∑

b|Dβ

µ(b)
1

DβM

∑

k≤m≤dM

∑

1≤n≤DβM /b

I

(
f(bn)

βm

)

+ O
(

x

log x

)

.

Wenn wir nun in Lemma 4.4.5 y = DβM/b setzen, so dass logβ f(by) = dM +O(1) ist,
dann erhalten wir

∑

k≤m≤dM

∑

1≤n≤DβM/b

I

(
f(bn)

βm

)

=
∑

n≤y

N
(
Bk, f(bn)

)
+ O(βM)

= β−ky logβ f(by) + O(βM)

= β−kDβ
M

b
dM + O(βM).
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Damit ergibt sich

∑

 Q
Dβ

ϕ(Dβ)

∑

b|Dβ

µ(b)

b
· dM
βk

π(x) + O
(

x

log x

)

= β−kdMπ(x) + O
(

x

log x

)

,

also (4.29), womit der Beweis des Satzes vollständig ist. �

4.5 Weitere Konstruktionen

In den vorangegangenen Kapiteln wurden eine “aktuelle” sowie einige “klassische”
Methoden zur Konstruktion normaler Zahlen angegeben. Selbstverständlich gibt es
darüber hinaus viele weitere mögliche Konstruktionen, auf die wir hier nicht näher
eingehen können. Kurz erwähnt seien nur die folgenden:

P. Szüsz und B. Volkmann [143] beschrieben “A combinatorial method for construc-
ting normal numbers” und zeigten die Normalität von Zahlen der Form

a(f) = 0.b|f(1)|cb|f(2)cb|f(3)|c . . .

mit beispielsweise

f(n) =
(πn

1
2 + n

1
3 )

4
5

log2 n

oder
f(n) = pb

n mit b ∈ R, b > 0

wobei pn die n-te Primzahl bezeichnet.

Von R.G. Stoneham stammt folgender Satz zur Konstruktion normaler Zahlen:

Satz 4.5.1 Seien β ≥ 2 und m ≥ 2 teilerfremde ganze Zahlen. Für ganze Zahlen
y ≥ 2, teilerfremd zu β, bezeichne w(y) die multiplikative Ordnung von y modulo
β. Weiters seien b0, b1, b2, . . . und Z0, Z1, Z2, . . . zwei Folgen natürlicher Zahlen mit
b0 = Z0, limn→∞ bn = ∞, 1 ≤ Zn < mn und ggT(Zn, m) = 1 für alle n ≥ 1. Sei
S(n,m) =

∑n
j=1 bjw(mj) und S(0, m) = 0, dann ist die Zahl

a(β,m) =
∞∑

n=0

Zn+1 −mZn

mn+1βS(n,m)

normal zur Basis β.
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Ein Beweis, in dessen Verlauf auch die Transzendenz der so konstruierten Zahl gezeigt
wird, und welcher auf älteren Resultaten (Stoneham [139][142]) aufbaut, findet sich bei
Stoneham [136].

Konstruktionen normaler Zahlen mit möglichst geringer Diskrepanz (siehe Kapitel
6) stammen etwa von N.M. Korobov [65][66] und M.L. Levin [74][75][76], der ein Er-
gebnis erreichte that cannot be improved essentially.

Zwei mögliche Konstruktionen von Zahlen, die zu bestimmten Basen normal, aber
nicht normal zu anderen Basen sind, finden sich im folgenden Kapitel (Kapitel 5).

Häufig ist der Beweis dafür, dass eine gewisse Konstruktion normale Zahlen liefert,
zugleich verbunden mit einer Diskrepanzabschätzung und in ebendieser enthalten. In
Kapitel 6 wird ein eindeutiger Zusammenhang zwischen Normalität einer Zahl a (zur
Basis β) und der Diskrepanz der Folge a, βa, β2a, . . . hergestellt. Dadurch wird etwa
mittels der Diskrepanzabschätzung in Kapitel 6.3 auch die Normalität einer Klasse von
Zahlen gezeigt, die eine Verallgemeinerung der Davenport-Erdös-Zahlen darstellen.



Kapitel 5

Normalität zu verschiedenen Basen

5.1 Normalität zu äquivalenten Basen

Es stellt sich die Frage, wann man aus Normalität einer Zahl a zu einer bestimmten
Basis auch Normalität zu bestimmten anderen Basen schließen kann. Das führt uns auf
folgende Definition:

Definition 5.1.1 Zwei natürliche Zahlen r und s heißen “äquivalent”, in Zeichen
r ∼ s, wenn die eine rationale Potenz der anderen ist, wenn es also natürliche
Zahlen b, d, e gibt, so dass r = bd und s = be ist.

Wir zeigen nun folgenden Satz:

Satz 5.1.1 Eine reelle Zahl a ist normal zur Basis β genau dann, wenn sie normal
zur Basis βn ist, wobei n eine beliebige positive natürlich Zahl bezeichnet.

Beweis : Sei eine reelle Zahl a normal zur Basis β. Dann ist sie (siehe Definition 3,
Seite 12) einfach normal zu allen Basen β, β2, β3, . . . und daher insbesondere einfach
normal zu allen Basen βn, β2n, β3n, . . . , oder, anders geschrieben, (βn), (βn)2, (βn)3, . . . .
Damit ist sie aber, wieder laut Definition 3, normal zur Basis βn.

Sei umgekehrt a normal zur Basis βn. Dann ist a einfach normal zu den Basen
βn, β2n, β3n, . . . . Es gibt also eine monotone Folge m1 = n < m2 = 2n < m3 = 3n, . . . ,
so dass a einfach normal zu allen Basen βm1 , βm2, βm3, . . . ist. Wir können daher Satz
2.3.2 (Seite 20) anwenden und erhalten, dass a normal zur Basis β ist. �

Damit ergibt sich umgehend folgender Satz:

Satz 5.1.2 Seien r und s äquivalent, also r ∼ s. Dann ist eine reelle Zahl a normal
zur Basis r genau dann, wenn sie normal zur Basis s ist.
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Beweis: Es gilt r ∼ s, es existieren also laut Definition natürliche Zahlen b, d, e mit
r = bd und s = be. Sei a normal zur Basis r = bd. Das ist laut dem vorigen Satz genau
dann der Fall, wenn a normal zur Basis b ist, was wiederum äquivalent mit Normalität
zur Basis be = s ist. �

5.2 Konstruktion normaler Zahlen, die nicht abso-

lut normal sind

Es stellt sich die Frage, ob Normalität bezüglich einer festen Basis auch Normalität
zu allen anderen Basen impliziert. Anders gesagt, ist Normalität eine Eigenschaft der
Zahl an sich, so wie etwa Transzendenz oder Irrationalität, und somit unabhängig von
der Darstellung in einer bestimmten Basis, oder hängt Normalität sehr wohl von der
Art der Darstellung ab?
Die Antwort auf diese Frage gaben unabhängig voneinander J.W.S. Cassels und, wenig
später, W.M. Schmidt. Wir wollen in diesem Kapitel die Ergebnisse der Arbeit von
J.W.S. Cassels [22] vorstellen. Die entsprechenden Überlegungen von W.M. Schmidt
finden sich in [126] (siehe auch Anmerkungen in Kapitel 5.3, S. 72).

Bezeichne U3 die Menge aller Zahlen 0 ≤ a < 1, in deren Darstellung zur Basis 3
kein einziges mal die Ziffer “2” auftritt. Wir definieren auf dieser Menge ein Maß auf
folgende Weise: Jeder Zahl a in U3

a = a13
−1 + a23

−2 + a33
−3 + . . . mit ai ∈ {0, 1}

ordnen wir einen Wert M(a)

M(a) = a12
−1 + a22

−2 + a32
−3 + . . .

mit 0 ≤ M(a) ≤ 1 zu. Umgekehrt ist jede Zahl 0 ≤ M ≤ 1 von der Form M(a) für
ein passendes a ∈ [0, 1), und dieses a ist eindeutig bestimmt abgesehen von abzählbar
vielen Fällen (genau jenen, in denen 2τM eine ganze Zahl ergibt für ein passendes
positives τ ∈ N).

Unter dem µ-Maß einer Teilmenge V von U3 verstehen wir das Lebesgue-Maß der
zugehörigen Menge der M(a) mit a ∈ V. Wir sagen, dass µ-fast-alle Zahlen in U3

eine bestimmte Eigenschaft haben, wenn die Menge jener Zahlen, die diese Eigenschaft
nicht haben, µ-Maß 0 besitzt. Wir behaupten nun folgenden Satz:

Satz 5.2.1 µ-fast-alle Zahlen in U3 sind normal zu jeder Basis β, die keine Potenz
von 3 ist.
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Die Zahlen in U3 sind offensichtlich aufgrund unserer Konstruktion zu keiner Basis, die
eine Potenz von 3 ist, normal.

Wir können den Satz auf folgendes bedeutend einfachere Lemma zurückführen:

Lemma 5.2.1 Sei h eine beliebige ganze Zahl ungleich 0 und β ≥ 2 eine ganze Zahl,
die keine Potenz von 3 ist. Dann ist

∑

0≤n<N

e2πihβna = o(N) für N → ∞ (5.1)

für µ-fast-alle a ∈ U3.

Da die Vereinigung abzählbar vieler µ-Nullmengen ebenfalls µ-Maß Null hat, muss für
µ-fast-alle a Gleichung (5.1) für alle h 6= 0 und alle β ≥ 2, die keine Potenz von 3 sind,
erfüllt sein. Damit folgt aus dem Weyl’schen Kriterium (siehe Kapitel 2.2), dass die
Folge a, βa, β2a, . . . gleichverteilt modulo 1 und daher a normal zur Basis β ist. Daher
folgt aus Lemma 5.2.1 sofort die Behauptung des Satzes.

Um Lemma 5.2.1 beweisen zu können, benötigen wir ein zweites Lemma, das wir
zuerst zeigen werden:

Lemma 5.2.2 Sei h eine beliebige ganze Zahl ungleich 0 und β ≥ 2 eine ganze Zahl,
die keine Potenz von 3 ist. Dann gilt

∑

0≤n<N

∞∏

j=1

| cos(3−jhβnπ)| < C1N
1−δ1 (5.2)

mit absoluten Konstanten C1 und δ1.

Sei β von der Form 3τβ1 mit ggT(β1, 3) = 1. Laut Voraussetzung ist β1 > 1 und erfüllt
daher die Bedinungen für β in Lemma 5.2.2. Ersetzt man in Gleichung (5.2) β durch
β1, wächst der Ausdruck auf der linken Seite, da

∞∏

j=1

| cos(3−jhβnπ)| =
∞∏

j=1−nτ

| cos(3−jhβn
1 π)| ≤

∞∏

j=1

| cos(3−jhβn
1 π)|

ist, und daher genügt es, Lemma 5.2.2 für jene β zu zeigen, die relativ prim zur Zahl
3 sind.

Weiters genügt es, Lemma 5.2.2 für jene β zu zeigen, welche die Gleichung

β ≡ 1 (mod 3) (5.3)
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erfüllen. Um das zu sehen schreiben wir die linke Seite von Gleichung (5.2) als S(N, h, β).
Dann gilt offenbar

S(N, h, β) = S

(⌊
1

2
N

⌋

, h, β2

)

+ S

(

N −
⌊

1

2
N

⌋

, hβ, β2

)

, (5.4)

wie sich leicht nachrechnen läßt. In jedem Fall ist β2 ≡ 1 (mod 3). Wenn also Lemma
5.2.2 und somit Ungleichung (5.2) unter Bedingung (5.3) gezeigt ist, also geeignete C1

und δ1 gefungen werden können, dann ist das Lemma auch im allgemeinen Fall gültig,
indem man C1 durch 2C1 ersetzt.

Wir zeigen Lemma 5.2.2 zuerst für den Fall N = 3r für ein beliebiges ganzzahliges
r ≥ 0. Wir definieren eine ganze Zahl l durch

{
β ≡ 1 (mod 3l)
β 6≡ 1 (mod 3l+1)

(5.5)

Dann läuft βn für 0 ≤ n < 3r modulo 3l+r durch alle Restklassen, die kongruent 1
modulo 3l sind. Sei h = 3mh′ mit einem zur Zahl 3 relativ primen h′. Dann läuft hβn

für 0 ≤ n < 3r modulo 3l+m+r durch alle Restklassen, die modulo 3l+m kongruent h
sind. Es nehmen also, wenn hβn von der Form

hβn =
∑

k≥0

ak(n)3k mit ak(n) = 0, 1 oder 2

ist, die Koeffizienten
al+m(n), al+m+1(n), . . . , al+m+r−1(n) (5.6)

jede von 3r möglichen Kombinationen von Werten genau einmal an, wenn n von 0
bis 3r − 1 läuft.

Wir unterteilen nun die ganzen Zahlen n, für die 0 ≤ n < 3r gilt, in zwei verschie-
dene Klassen, die wir unterschiedlich behandeln. Bezeichne (I) jene n, für welche die
Ziffer “1” unter den in (5.6) angegebenen Koeffizienten öfter als r/6 mal auftritt, und
(II) die restlichen n. Falls n ∈ (I) ist, dann liegt der Bruchteil {3−jhβn} für mehr als
r/6 Werte von j zwischen 1/3 und 2/3. Dies ist genau für jene Werte j der Fall, für
die aj−1(n) = 1 ist. Daher ist

∞∏

j=1

| cos(3−jhβnπ)| ≤ (cos π/3)r/6 für n ∈ (I). (5.7)

Die rechte Seite dieser Ungleichung ist dabei genau 3−δ2r passendes δ2 > 0. Da die
Menge (I) trivialerweise höchstens 3r Elemente enthalten kann, ist

∑

n∈(I)

∞∏

j=1

| cos(3−jhβnπ)| ≤ 3(1−δ2)r. (5.8)
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Nun müssen wir noch Menge (II) behandeln. Wir verwenden dabei die Tatsache,
dass die Menge jener Folgen der Form (5.6), die s Elemente gleich “1” enthalten,
höchstens

3re−K1(s− 1
3
r)2/r) (5.9)

Elemente enthält, mit einer absoluten Konstanten K1 > 0. Dies läßt sich zum Bei-
spiel problemlos aus Lemma 2.3.4, Seite 14 ableiten (oder siehe G.H. Hardy und
E.M. Wright [48]). Für n ∈ (II) gilt s ≤ r/6 und daher (s − 1

3
r)2/r ≥ r/36. In-

dem wir nun alle Werte von (5.9) über 0 ≤ s ≤ r/6 summieren, sehen wir dass die
Anzahl der n in (II) höchstens

(r

6
+ 1
)

3re−K1r/36 ≤ C2 3(1−δ3)r

ist, mit geeigneten, von r unabhängigen Konstanten C2 und δ3. Daher ist

∑

n∈(II)

∞∏

j=1

| cos(3−jhβnπ)| ≤ C2 3(1−δ3)r (5.10)

Aus (5.8) und (5.10) ergibt sich nun, dass

∑

0≤n<3r

∞∏

j=1

| cos(3−jhβnπ)| ≤ C3 3(1−δ4)r (5.11)

mit
C3 = 1 + C2 und δ4 = min(δ2, δ3)

ist. Somit gilt Gleichung (5.2) für alle N der Form 3r.

Sei nun N eine beliebige positive natürliche Zahl. N läßt sich also darstellen in der
Form

N =
∑

0≤r≤R

ηr3
r mit ηr = 0, 1 oder 2 (5.12)

Wir können die Summation über 0 ≤ n ≤ N in Gleichung (5.2) unterteilen in
∑

0≤r≤R ηr

Intervalle vom Typ
N0 ≤ n < N0 + 3r, (5.13)

wovon es je ηr Intervalle mit Länge 3r gibt. Nun ist aber

∑

N0≤n<N0+3r

∞∏

j=1

| cos(3−jhβnπ)| (5.14)

eine Summe vom gleichen Typ wie in Ungleichung (5.11), mit βN0h statt h. Wir können
daher die Abschätzung in Ungleichung (5.11) anwenden und erhalten, dass die Summe
in Gleichung (5.14) höchstens

C3(3
r)1−δ4 ≤ C3N

1−δ4
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ergibt. Nun ist aber laut Gleichung (5.12)

∑

0≤r≤R

ηr ≤ K2(logN + 1)

für eine passende absolute Konstante K2 > 0. Der Ausdruck auf der linken Seite von
Gleichung (5.2) ist daher höchstens

K2(logN + 1)C3N
1−δ4 < C1N

1−δ1

für passende, von N unabhängige Konstanten C1 > 0 und δ1 > 0. Damit ist Lemma
5.2.2 gezeigt.

Wir zeigen nun zunächst noch ein weiteres Lemma:

Lemma 5.2.3 Seien C1 und δ1 die Konstanten aus Lemma 5.2.2 sowie h 6= 0 und
β ≥ 2 beliebige ganze Zahlen. Es ist oBdA.

0 < δ1 < 1 < C1

Wir setzen δ1 = 3∆. Dann hat für alle ganzzahligen N ≥ 1 die Menge jener a ∈ U3

mit ∣
∣
∣
∣

∑

0≤n<N

e2πi(hβna)

∣
∣
∣
∣
≥ N1−∆

ein µ-Maß von höchstens 4C1N
−∆.

Wir verwenden ein Intergral der Form
∫

a∈U3

f(a) dµ (5.15)

einer Funktion f(a) bezüglich des vorhin eingeführten Maßes µ. Falls f(x) ein Funktion
ist, die auf dem gesamten Intervall 0 ≤ x ≤ 1 definiert und auch stetig ist, dann ist

∫

a∈U3

f(a) dµ = lim
τ→∞

2−τ
∑

M

f(3−τM), (5.16)

wobei sich die Summe auf der rechten Seite nur über jene natürlichen Zahlen M < 3τ

erstreckt, deren Ziffernentwicklung zur Basis 3 niemals die Ziffer “2” enthält. Insbe-
sondere, wenn

f(x) = e2πiλx (5.17)

für beliebiges λ ist, dann gilt

∫

a∈U3

e2πiλa dµ = lim
τ→∞

∏

j<τ

(1 + e2πi(3−jλ)) =
∞∏

j=0

(
1

2
(1 + e2πi(3−jλ))

)

.
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Daher ist ∣
∣
∣
∣

∫

a∈U3

e2πiλa dµ

∣
∣
∣
∣
=

∞∏

j=0

| cos(3−jλπ)|.

Nun ist, für beliebige ganzzahlige h 6= 0 und β ≥ 2

∫

a∈U3

∣
∣
∣
∣

∑

0≤n<N

e2πi(hβna)

∣
∣
∣
∣

2

dµ (5.18)

=
∑

0≤m<N

∑

0≤n<N

∫

a∈U3

e2πia(hβn−hβm) dµ

≤
∑

0≤m<N

∑

0≤n<N

∞∏

j=0

∣
∣ cos

(
3−jh(βn − βm)π

)∣
∣

Setzen wir in dieser Summe s = min(m,n) und r = max(m,n)− s, dann ist die rechte
Seite sicher nicht größer als

2
∑

0≤r<N

∑

0≤s<N

∞∏

j=0

| cos
(
3−jh(βr − 1)βsπ

)
|.

Für r 6= 0 ist die innere Summe laut Lemma 5.2.2 höchstens gleich C1N
(1−δ1). Für

r = 0 ist dieselbe Summe trivialerweise höchstens gleich N . Daher ist

∫

a∈U3

∣
∣
∣

∑

0≤n<N

e2πi(hβna)
∣
∣
∣

2

dµ

≤ 2N + 2C1N
2−δ1

< 4C1N
2−3∆,

da 0 < 3∆ = δ1 < 1 < C1 gilt. Damit ist Lemma 5.2.3 offensichtlich wahr.

Nun wollen wir Lemma 5.2.1 aus Lemma 5.2.3 ableiten. Wir setzen

Nm = be
√

mc.

Dann gilt trivialerweise
∞∑

m=0

N−∆
m <∞.

Nun gibt es laut Lemma 5.2.3 für µ-fast-alle a ein m0(a), so dass

∣
∣
∣

∑

0≤n<Nm

e2πi(hβna)
∣
∣
∣ < N1−∆

m für alle m ≥ m0(a) (5.19)
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gilt. Andererseits ist, wenn wir m(N) durch die Ungleichung Nm ≤ N < Nm+1 definie-
ren, offensichtlich

N −Nm(N) = o(N) (5.20)

für N → ∞. Da trivialerweise die Gleichung

∣
∣
∣

∑

0≤n<N

e2πi(hβna) −
∑

0≤n<Nm(N)

e2πi(hβna)
∣
∣
∣ ≤ N −Nm(N)

erfüllt ist, folgt aus (5.19) und (5.20) dass

∑

0≤n<N

e2πi(hβna) = o(N) für N → ∞

für µ-fast-alle a ∈ U3 ist. Damit ist Lemma 5.2.1 gezeigt, und somit, wie wir bereits
erläutert haben, auch Satz 5.2.1 bewiesen. �

Die soeben angegebene Konstruktion kann auf einfache Weise auch auf beliebige an-
dere Basen erweitert werden. So kann damit die Existenz von Zahlen gezeigt werden,
die zu allen Basen β, welche sich nicht als Produkt von Potenzen bestimmter Primzah-
len schreiben lassen, nicht normal, aber zu allen anderen Basen normal sind. Darauf
wollen wir nicht näher eingehen, da im folgenden Kapitel eine noch weiter reichende
Konstruktion angegeben wird.

Vorerst wollen wir folgendes festhalten: Es gibt Zahlen, die zu bestimmten Basen
normal sind und zu anderen Basen nicht. Insbesondere gibt es Zahlen, die zu minde-
stens einer Basis normal, aber nicht absolut normal sind.

Ein schönes Beispiel einer solchen Zahl ist etwa auch das folgende: R.G. Stone-
ham [140] zeigte, dass die Zahl

∞∑

n=1

(
2−n · 5−4n)

normal zur Basis 5 ist. Wie nun G. Wagner [151] feststellte, lässt sich aus der Dezimal-
entwicklung derselben Zahl

∞∑

n=1

(
24n−n · 10−4n)

sofort erkennen, dass diese Zahl nicht normal zur Basis 10 sein kann (fast alle Nachkom-
maziffern sind “0”, es ist etwa die Summe der ersten 2 Glieder gleich 0.0008000000016384).
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5.3 Normalität zu Klassen von Basen

Unabhängig von den im vorigen Kapitel vorgestellten Resultaten J.W.S. Cassels konnte
W.M. Schmidt [126] im Jahr 1960 folgende, etwas weiter reichende Aussage beweisen:

Satz 5.3.1 Sei r 6∼ s, also die eine Zahl keine rationale Potenz der anderen. Dann
besitzt die Menge der rellen Zahlen, welche normal zur Basis r, aber nicht einfach
normal zur Basis s sind, die Mächtigkeit des Kontinuums.

Proposition 5.3.1 Normalität zur Basis r impliziert Normalität zur Basis s genau
dann, wenn r eine rationale Potenz von s ist.

Der Beweis, der dafür von W.M. Schmidt [126] angeführt wird ist recht kompliziert
(so wie auch der Beweis des folgenden Satzes), aber etwa M.J. Pelling [109] meint: I do
not know of any simple proof. Ein anderer Beweis, laut C.E.M. Pearce und M.S. Kea-
ne, den Verfassern desselben, ein structurally simple proof, findet sich in [108]. Darin
wird der vorige Satz aus maßtheoretischen Gesichtspunkten betrachtet und in eine
Aussage über schwache Konvergenz von Maßen übersetzt. Ein weiter Beweis stammt
von T. Kamae [57], der cyclic extensions of odometer transformations und continuous
spectral measures corresponding to them verwendet.

In diesem Kapitel wollen wir uns allerdings hauptsächlich mit einem Artikel von
W.M. Schmidt [127] mit Titel “Über die Normalität von Zahlen zu verschiedenen Ba-
sen” aus dem Jahr 1961 beschäftigen. Darin wird der folgende Satz bewiesen, der ein
zentrales Resultat in der Theorie normaler Zahlen darstellt. Andere Beweise liefern
etwa G. Brown, W. Moran und C.E.M. Pearce [16][17], die Riesz’sche Produktmaße
verwenden, oder B. Volkmann [148][149].

Satz 5.3.2 Gegeben sei eine Einteilung der Zahlen 2, 3, . . . in zwei Klassen S und R
mit leerem Schnitt, so dass äquivalente Zahlen stets in derselben Klasse liegen. Dann
gibt es reelle Zahlen, die zu allen Basen aus Klasse R normal, aber zu allen Basen aus
Klasse S nicht normal sind.

Dieses Resultat ist in einem gewissen Sinn bestmöglich, denn, wie wir in Kapitel 5.1
gesehen haben, muss eine Zahl a, die zu einer bestimmten Basis normal ist, auch zu al-
len dazu äquivalenten Basen normal sein. Die von Schmidt [127] angegebene Methode,
die wir nun präsentieren werden, gibt nicht nur einen reinen Existenzbeweis, sondern
liefert eine explizite Konstruktion der Zahlen mit den gewünschten Eigenschaften.

Bemerkung: In diesem Kapitel bezeichnen α1, α2, α3, . . . stets positive Konstanten,
die nur von r und s abhängen.
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Seien r ≥ 2 und s ≥ 2 zwei feste ganze Zahlen, für die r 6∼ s gilt. Die Primzahlzer-
legungen von r und s seien gegeben durch

r = pd1
1 . . . pdh

h bzw. s = pe1
1 . . . peh

h mit di + ei 6= 0,

wobei die auftretenden Primzahlen so indiziert seien, dass

d1

e1
≥ d2

e2
≥ · · · ≥ dh

eh

gilt (wobei wir d/0 = +∞ annehmen wollen). Wir definieren

b = (max
i

di)(max
j

ej)

Weiters konstruieren wir Zahlen li, für die p2b
i - li gilt. Außerdem seien für 1 ≤ i ≤ h

ganze Zahlen ui und vi gegeben durch

ui = (pd1
1 . . . pdi

i )ei(pe1
1 . . . pei

i )−di

vi = (p
ei+1

i+1 . . . p
eh
h )di(p

di+1

i+1 . . . p
dh
h )−ei,

wobei der Ausdruck 1 für i = h bedeuten soll. Da r 6∼ s gilt, ist ti = ui/vi nicht gleich
1, und außerdem teilt pi weder Zähler noch Nenner von ti.

Nun definieren wir

fi =

{
pi − 1 falls pi ungerade
2 falls pi = 2

Dann gibt es wohldefinierte ganze Zahlen gi mit

tfi

i ≡ 1 + qip
gi−1
i (mod pgi

i )

(wir müssen uns die Kongruenz mit dem Nenner von tfi

i erweitert vorstellen), wobei
pi - qi gilt. Außerdem ist gi > 1 und für pi = 2 gilt sogar gi > 2. Mittels Induktion nach
e erhält man, dass

t
fipe

i
i ≡ 1 + qip

gi−1+e
i (mod pgi+e

i )

für beliebige natürliche Zahlen e gilt. Weil die Ordnung von ti modulo pgi+e
i ein Teiler

von fip
gi−1+e
i ist, muss sie ein Vielfaches von pe

i sein.

Wenn für eine natürliche Zahl k ≥ gi der Wert n ein Vertretersystem modulo
pk

i durchläuft liegen höchstens p2b
i p

gi

i der Zahlen tni li in derselben Restklasse modulo

pk
i . Falls pi | s gilt, dann enthält ein Repräsentantensystem modulo sk genau

(
s
pi

)k

und somit höchstens
(

s
2

)k
Elemente, welche modulo pk

i kongruent sind. Wir setzen
α1 = max(g1, . . . , gh) und erhalten damit folgendes Lemma:
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Lemma 5.3.1 Sei k ≥ α1 und ei > 0. Läuft n durch ein Vertretersystem modulo sk,

dann liegen höchstens α2

(
s
2

)k
der Zahlen lit

n
i in derselben Restklasse modulo sk.

Wir nennen ein Ziffernpaar zur Basis s “brav”, wenn nicht beide Ziffern gleich 0
oder beide gleich s − 1 sind. Unter den “Ziffernpaaren einer natürlichen Zahl x” (zur
Basis s) verstehen wir, wenn x = (ckck−1 . . . c0)s ist, die Paare 0ck, ckck−1, . . . , c2c1.

Das folgende Lemma stammt aus einem älteren Artikel von W.M. Schmidt [126],
wo sich auch der hier widergegebene Beweis desselben findet:

Lemma 5.3.2 Sei k ≥ α3. Die Anzahl der natürlichen Zahlen x, für die x < sk gilt
und die weniger als α4k brave Ziffernpaare besitzen, ist höchstens gleich 23k/4.

Beweis: Um dieses Lemma zu beweisen genügt es, jene Ziffernpaare ci+1ci zu be-
trachten, für die i ≡ 1 (mod 2) gilt. Wir zeigen dass es höchstens 23k/4 Zahlen x < sk

gibt, welche maximal α4k solcher Ziffernpaare besitzen, die brav sind. Wir nehmen
zuerst an, dass k gerade sei. Dann gibt es

(
k
2

l

)

(s2 − 2)l2k/2−l

Zahlen ck . . . c1, die genau l brave Zahlenpaare ci+1ci mit i ≡ 1 (mod 2) besitzen. Daher
ist die Anzahl jener Zahlen, die weniger als α4k brave Zahlenpaare ci+1ci mit i ≡ 1
(mod 2) besitzen, nicht größer als

k

( k
2

bα4kc

)

(s2 − 2)bα4kc2(k/2)−bα4kc.

Unter Verwendung der Stirling’schen Formel für die Binomialkoeffizienten führt das,
für hinreichnd großes k, auf

α4′k
(s2 − 2)α4k2((1/2)−α4)k

(2α4)α4k(1 − 2α4)((1/2)−α4)k
< 2(3/4)k.

Der Ausdruck auf der rechten Seite ist sogar < 2α4′′k mit α4′′ < 3/4. Daher können wir
die Ungleichung auch auf ungerade k erweitern und das Lemma ist bewiesen. �

Damit zeigen wir ein weiteres Lemma:

Lemma 5.3.3 Es sei eine natürliche Zahl N gegeben, so dass die Zahlen

li, liti, . . . , lit
N−1
i (5.21)

ganz sind, und ei sei positiv. Dann besitzen alle bis auf höchstens N1−α5 dieser Zahlen
mindestens α6 logN brave Ziffernpaare.
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Beweis: Wir dürfen annehmen, dass N ≥ sα1 und N ≥ sα3+1 gilt. Wir wählen k so,
dass sk ≤ N < sk+1 ist. Damit können wir 0 < x ≤ N−1 in s Teilintervalle unterteilen,
von denen keines mehr als sk ganze Zahlen enthält. Es ergibt sich die Schranke

α2(s/2)ks2(3/4)k < α7N
1−α5

für die Anzahl der Zahlen in (5.21), die weniger als α6 logN < α4k brave Ziffernpaare
besitzen. Indem wir α5 und α6 klein genug wählen, können wir α7 = 1 setzen und
erhalten damit Lemma 5.3.3. �

Lemma 5.3.4 Sei l > 1 eine ganze Zahl. Dann besitzen maximal N1−α8 der ersten N
Zahlen der Folge

l, lr, lr2, . . . (5.22)

weniger als α9 logN brave Ziffernpaare. α8 und α9 sind dabei von l unabhängig.

Beweis: Es bezeichne z(x) die Anzahl der braven Ziffernpaare einer natürlichen
Zahl x. Es ist offenbar z(sx) ≥ z(x). Daher können wir, wenn wir untere Schranken
für z(x) angeben wollen, alle Faktoren s von x abspalten. Insebesondere können wir
annehmen, dass s - l gilt.
Dann gibt es ein i mit 1 ≤ i ≤ h, für das pi | s und pb

i - l gelten. Wir bezeichnen die
größte Zahl mit dieser Eigenschaft mit i1 und setzen li1 = l. Wegen pi | s gilt auch
pi+1 | s, . . . , ph | s und daher pb

i+1 - l, . . . , pb
h - l. Daraus folgt vi1 | li1 .

Daher ist li1ti1 eine ganze Zahl. Falls auch li1t
n
i1

eine ganze Zahl ist, dann ist
li1r

nei1 = li1(ti1s
di1 )n, und wir können li1r

nei1 durch li1t
n
i1

ersetzen.

Es ist entweder li1t
n
i1

eine ganze Zahl für alle n ∈ N (z.B. wenn i1 = h ist), oder
es gibt ein maximales n mit dieser Eigenschaft, das wir dann mit n1 bezeichnen. Im
ersten Fall ersetzen wir die in (5.22) angegebene Folge durch

li1, li1r, . . . , li1r
ei1

−1, li1ti1 , li1ti1r, . . . , li1t
2
i1
, . . . , li1t

3
i1
, . . .

und im zweiten Fall durch

li1 , li1r, . . . , li1ti1 , . . . , li1t
n1
i1
, li1t

n1
i1
r, . . . , li1t

n1
i1
r2, . . .

Im zweiten Fall bezeichne i2 die größte natürliche Zahl, für die pb
i2

- li1t
n1
i1

gilt. Es

ist offenbar i2 > i1, denn sonst wäre li1t
n1+1
i1

eine ganze Zahl. Wir setzen li2 = li1t
n1
i1

und behandeln nun die Folge li2, li2r, li2r
2, . . . genauso, wie wir die ursprüngliche Folge

(5.22) behandelt haben.
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Wenn wir diese Vorgehensweise weiter wiederholen, muss wegen i1 < i2 < · · · ≤ h
irgendwann ein maximales ig erreicht sein, für das dann die Werte ligt

n
ig für alle n eine

ganze Zahl ergeben. Wenn wir daher die Folge (5.22) durch

li1 , li1r, . . . , li1ti1 , . . . , li1t
2
i1
, . . . , li1t

n1−1
i1

rei1
−1

li2 , li2r, . . . , li2ti2 , . . . , li2t
2
i2
, . . . , li2t

n2−1
i2

rei2
−1

...

lig , ligr, . . . , ligtig , . . . , ligt
2
ig , . . . , ligt

3
ig , . . .

ersetzen, erhalten wir ein Schema mit höchstens h Zeilen, weshalb es zu zeigen genügt,
dass es unter den ersten N Gliedern einer Zeile (oder unter allen, falls in der Zeile
weniger als N Zahlen stehen) höchstens N1−α10 gibt, die weniger als α11 logN brave
Zahlenpaare besitzen.

Wenn wir etwa die Reihe

li, lir, . . . lir
ei−1, liti, litir, . . .

betrachten, besteht diese aus ei und daher höchstens b (endlichen oder unendlichen)
Folgen der Gestalt

lir
u, lir

uti, l
u
i t

2
i , . . . für 0 ≤ u < ei.

Wir setzen Li = lir
u und bemerken, dass p2b

i - Li gilt. Wir müssen nun zeigen, dass es
unter den ersten N Gliedern (bzw. allen Gliedern) der Folge

Li, Liti, Lit
2
i , . . . (5.23)

höchstens N1−α12 gibt, die weniger als α13 logN brave Ziffernpaare besitzen. Wenn die
Anzahl der Glieder in (5.23) kleiner als

√
N ist, dann gilt dies tivialerweise. Wenn

die Anzahl der Glieder mindestens gleich
√
N ist, dann wenden wir Lemma 5.3.3

an, mit Li an Stelle von li, und sehen dass höchstens N1−α5 Glieder weniger als
α6 log

√
N = α13 logN brave Zahlenpaare besitzen. Damit ist Lemma 5.3.4 bewie-

sen. �

Sei K eine beliebige natürliche Zahl. Wir definieren zK(x) als die Anzahl jener
braven Zahlenpaare ci+1ci von x, für die i ≥ K gilt.

Lemma 5.3.5 Sei l ≥ sK. Dann gibt es unter den Zahlen

l, lr, . . . , lrN−1

höchstens N1−α14 , für die zK einen Wert kleiner als α15 logN ergibt, wobei α14 und
α15 von l und K unabhängig sind.
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Beweis: Wir können uns auf jene Zahlen lrn mit N2/3 log s/ log r ≤ n < N be-
schränken. Wir unterteilen dieses Intervall in Teilintervalle der Länge bN1/3c, und, falls
notwendig, ein kleineres Intervall.

Die Anzahl dieser Teilintervalle ist höchstens gleich (N/bN1/3c) + 1 und daher für
ausreichend großes N kleiner als 2N2/3. Wenn wir zeigen können, dass für nicht mehr
als bN1/3c1−α16 Zahlen in einem Teilintervall zK(lrn) < α17 logbN1/3c gilt, dann gibt
es im Intervall N2/3 log s/ log r ≤ n < N höchstens 2N2/3N (1−α16)/3 = 2N1−α18 Zahlen,
für die zK(lrn) < α19 logN < α17 logbN1/3c gilt. Wenn wir dann, falls nötig, α18 und
α19 verkleinern, können wir den Faktor 2 vermeiden und erhalten Lemma 5.3.5.

Wir müssen also nur noch die obige Behauptung für die Teilintervalle beweisen. Sei
das Teilintervall etwa n0 ≤ n < n0 +bN1/3c, dann haben wir, wenn wir l′ = lrn0 setzen,
dieselbe Behauptung wie im Lemma selbst, allerdings mit l′ statt l und bN1/3c statt N

und den stärkeren Voraussetzungen l′ ≥ sKrn0 ≥ sK+N2/3 ≥ sK+bN1/3c2 . Daher genügt
es, das ursprüngliche Lemma unter der Voraussetzung l ≥ sK+N2

zu zeigen.

Wir können dabei annehmen, dass es im Bereich 0 ≤ n < N ein n mit zk(lr
n) <

α15 logN gibt. Die kleinste Zahl mit dieser Eigenschaft bezeichnen wir mit n1. Dann
genügt es, die Behauptung für l∗ = lrn1 an Stelle von l zu zeigen. Wir können daher
zk(l) < α15 logN voraussetzen.

Da l mindestens N2 Ziffern ci besitzt, deren Index mindestens gleich K ist, und weil
zK(l) < α15 logN ist, muss es einen Block mit mindestens h = b(N2−1)/α15 logNc−1
nicht braven Ziffernpaaren

ci+hci+h−1, . . . , ci+1ci mit i ≥ K

in der Entwicklung von l geben. Nun unterscheiden wir zwei Fälle:

a) ci+h = · · · = ci = 0. Dann gibt es eine ganze Zahl l, sodass

l = lsi+h+1 +R mit 0 ≤ R < si

ist. Wegen 0 ≤ R < si ist 0 ≤ RrN < sisN logs r < si+h für hinreichend großes N . Dann
gilt aber für jedes n < N

zK(lrn) ≥ zK(lsi+h+1rn) ≥ zK(lrn)

Laut Lemma 5.3.4 ist z(lrn) ≥ α9 logN mit maximal N1−α8 Ausnahmen. Da wir durch
Verkleinern der Konstante α9 kleinere Werte von N miteinschließen können, folgt Lem-
ma 5.3.5.
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b) ci+h = · · · = ci = s− 1. Dann gibt es eine ganze Zahl l, sodass

l = lsi+h+1 −R mit 0 < R ≤ si

ist.
Wenn wir

zK(lrn) ≥ zK(lsi+h+1rn) − 2 (5.24)

gezeigt haben, lässt sich wie in a) fortfahren, denn der Wert −2 auf der rechten Seite
lässt sich durch kleinere Wahl der Konstanten “verschlucken”. Um (5.24) zu beweisen,

betrachten wir die Entwicklung von lsi+h+1rn:

dg . . . dj . . . di+h+100 . . . 0 (5.25)

und setzen j für die kleinste Zahl, für die dj 6= 0 ist. Wenn wir nun Rrn mit n < N
von (5.25) abziehen erhalten wir eine Zahl, die immer noch die Ziffern dg . . . dj+1 be-
sitzt. Daher verlieren wir maximal zwei brave Ziffernpaare und (5.24) ist bewiesen. �

Lemma 5.3.6 Seien K und l natürliche Zahlen und l ≥ sK. Dann ist

N−1∑

r=0

∞∏

k=K+1

| cos(πrnl/sk)| ≤ 2N1−α20 . (5.26)

Beweis: Falls x ein braves Ziffernpaar ck−1ck−2 besitzt, dann ist | cos(πx/sk)| ≤
| cos(π/s2)| = α21 < 1. Laut Lemma (5.3.5) sind alle bis auf maximal N1−α14 Glieder
der Summe (5.26) höchstens gleich αα15 log N

21 < N−α22 . Daher ergibt sich die Schranke
N1−α14 +N1−α22 < 2N1−α20 für diese Summe. �

Nun wollen wir eine Menge σ auf folgende Weise konstruieren:
Sei s1, s2, s3, . . . eine Folge ganzer Zahlen größer als 2, so dass sm ≤ ms1 gilt. Wir
definieren

〈m〉 = de
√

m + 2s1m
3e und 〈m; x〉 = d< m > / log xe

für natürliche Zahlen m und x mit x > 1. Es ergeben sich die Abschätzungen

x〈m;x〉−1 < e〈m〉 ≤ x〈m;x〉 (5.27)

und
〈m+ 1〉 − 〈m〉 ≥ 6s1m

2. (5.28)

Wir definieren weiters h(m) als die kleinste Zahl h, die

m 6≡ 0 (mod 2h)
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erfüllt. Außerdem führen wir die Abkürzungen s(m) = sh(m), am = 〈m; s(m)〉 und
bm = 〈m+ 1; s(m)〉 ein. Für n ≥ m und s = s(m) ist

〈n+ 2; s〉 + 〈n; s〉 − 2〈n+ 1; s〉 (5.29)

≥
(

2s1

(
(n+ 2)3 + n3 − 2(n+ 1)3

)
/ log s

)

− 4

≥
(
2s1(6n+ 6)/s1n

)
− 4 > 0.

Zu einer reellen Zahl λ schreiben wir ηm(λ) für die kleinste Zahl

η = gs(m)−am mit g ganz,

für die λ ≤ η gilt. Wir bezeichnen mit σm(λ) die Menge der Zahlen

ηm(λ) + c
s(m)
am+1s(m)−am−1 + · · ·+ c

s(m)
bm−2s(m)−bm+2 (5.30)

mit Koeffizienten c
s(m)
i gleich 0 oder 1.

Sei nun ξ0 = 0, ξ1, ξ2, . . . eine Folge reeller Zahlen, für die

ξm ∈ σm(ξm−1) für m = 1, 2, . . . (5.31)

gilt. Dann gelten die Ungleichungen

ξm−1 ≤ ηm(ξm−1) ≤ ξm ≤ ηm(ξm−1) + s(m)−am ≤ ξm−1 + 2s(m)−am .

Durch mehrmaliges Anwenden von Ungleichung (5.27) erhalten wir

∞∑

u=m+1

s(u)−au ≤
∞∑

u=m+1

e−〈u〉

≤ e−〈m+1〉(1 + e−2 + e−4 + . . . )

<
3

2
e−〈m+1〉 <

3

2
s(m)−bm+1

≤ 1

2
s(m)−bm+2.

Daher besitzt die Folge ξ1, ξ2, . . . einen Grenzwert ξ, der die Ungleichung

ξm ≤ ξ < ξm + s(m)−bm+2 (5.32)

erfüllt.

Die Menge, welche alle auf solche Weise erhaltbaren Zahlen ξ enthält, bezeichnen
wir mit σ. Es besteht ein eindeutiger Zusammenhang zwischen Folgen der Form

c
s(1)
a1+1, . . . , c

s(1)
b1−2, c

s(2)
a2+1, . . . , c

s(2)
b2−2, c

s(3)
a3+1, . . . , (5.33)
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von Ziffern gleich “0” oder “1”, und den Zahlen ξ aus σ. Dieser Zusammenhang ist
eindeutig, denn eine auf diese Weise konstruierte Zahl ξ hat die Ziffern

c
s(1)
am+1, . . . , c

s(m)
bm−2 (5.34)

in der Entwicklung
ξ = bξc + 0.cs1c

s
2 . . .

zur Basis s(m), wie aus Ungleichung (5.32) und der Tatsache, dass die Entwicklung
von ξm zur Basis s(m) mit den Ziffern (5.34) abbricht, folgt.

Lemma 5.3.7 Jede Zahl aus σ ist nicht normal zu jeder der Basen s1, s2, . . . .

Beweis: Sei h fest und s = sh. Weiters sei q so groß, dass

(2/s)q < 2−h (5.35)

gilt.
Außerdem sei ξ ∈ σ und h(m) = h. Dann sind die Ziffern (5.34) in der Entwicklung von
ξ zur Basis s gleich “0” oder “1”. Zu einer Zahl M mit h(M) = h existieren mindestens

∑

m≤M, h(m)=h

(bm − am − 1 − q) (5.36)

q-stellige Blöcke csi+1 . . . c
s
i+q mit Ziffern “0” oder “1” in der Entwicklung von ξ, sodass

i + q ≤ bM − 2 ist. Nun ist h(m) = h genau dann, wenn m ≡ 2h−1 (mod 2h) ist.
Insbesondere ist s(2h−1) = sh. Ist h(m) = h und m > 2h−1, dann gilt

bm − am − 1 − q

= 〈m+ 1; s〉 − 〈m; s〉 − 1 − q

≤ 2−h

m∑

j=m−2h+1

(〈j + 1; s〉 − 〈j; s〉 − 1 − q),

weil 〈m+ 1; s〉 − 〈m; s〉 wegen (5.29) für m > 2h−1 eine wachsende Funktion in m ist.

Die Summe in (5.36) ist also mindestens gleich

2−h
(
〈M + 1; s〉 − 〈2h−1 + 1; s〉 −M(1 + q)

)
= 2−hbM

(
1 + o(M)

)

Wenn ξ normal zur Basis s = sh wäre, dann wäre die Auswahl an q-stelligen Zif-
fernblöcken, bestehend aus den Ziffern “0” und “1” und mit Indizes kleiner als bM ,
asymptotisch gleich (2/s)qbM , was wegen (5.35) unmöglich ist.

Nun wollen wir eine Zahl ξ explizit konstruieren. Seien dazu zwei Klasseneintei-
lungen R und S gegeben, welche den Bedingungen von Satzes 5.3.2 genügen, sodass
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also äquivalente Zahlen stets in derselben Klasse liegen. Durch die vorhergehenden
Hilfssätze ist der Satz für den Fall R = ∅ bewiesen. Wir können jetzt also von R 6= ∅
ausgehen.

Wir wählen eine Folge r1, r2, . . . von Elementen aus R, so dass jedes r ∈ R zu
mindestens einem ri äquivalent ist. Entsprechend bilden wir auch eine Folge s1, s2, . . .
von Elementen aus S, wobei wir zusätzlich si > 2 voraussetzen. Es genügt nun, eine
Zahl ξ zu konstruieren, die zu allen Basen r1, r2, . . . normal, zu allen Basen s1, s2, . . .
hingegen nicht normal ist.
βi, γi und δi bezeichnen positive Konstanten, die ausschließlich von den Folgen r1, r2, . . .
und s1, s2, . . . abhängen. Insbesondere sei βij = α20(ri, sj) für i, j = 1, 2, . . . , wobei
α20 die Konstante aus Lemma 5.3.6 bedeutet. Weiters sei βk = min1≤i,j≤k βij und
γk = max(r1, . . . , rk, s1, . . . , sk). Wir dürfen βk < 1/2 annehmen.

Wir setzen φ(1) = 1 und bezeichnen mit φ(i) die größte ganze Zahl φ, für die

φ ≤ φ(k − 1) + 1, βφ ≥ β1k
−1/4 und γφ ≤ γ1k

gilt. Damit ist φ1, φ2, . . . eine monoton wachsende Folge natürlicher Zahlen, in der jede
natürliche Zahl enthalten ist.
Wenn wir r′i = rφ(i) und s′i = sφ(i) setzen, dann haben die r′i bzw. s′i dieselben Eigen-
schaften wie die ri bzw. si, und zusätzlich ist β ′

k ≥ β ′
1k

−1/4 und γ′k ≤ γ′1k. Wir dürfen
also annehmen, dass die ursprünglichen Folgen die Bedingungen

βk ≥ β1k
−1/4 und γk ≤ γ1k (5.37)

erfüllen.

Wir setzen nun ξ0 = 0 und konstruieren induktiv eine Folge ξ0, ξ1, ξ2, . . . . Zu gege-
benem ξm−1 sei ξm jene Zahl in σm(ξm−1), für welche die Funktion

Am(x) =
m∑

t=−m, t6=0

m∑

i=1

∣
∣
∣
∣

〈m+1;ri〉∑

j=〈m;ri〉+1

e(rj
i tx)

∣
∣
∣
∣

2

(5.38)

den kleinstmöglichen Wert annimmt (wir verwenden dabei die Abkürzung e(x) = e2πix).
Falls es mehrere Zahlen mit dieser Eigenschaft gibt, dann sei ξm etwa die kleinste.
Diese Folge erfüllt (5.31) und besitzt daher einen Grenzwert ξ, der zu keiner der Basen
s1, s2, . . . normal ist.

Lemma 5.3.8 Es gilt

Am(ξ) ≤ δ1m
2(〈m+ 1〉 − 〈m〉)2−βm.
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Beweis:

Am(x) =
m∑

t=−m, t6=0

m∑

i=1

〈m+1;ri〉∑

j=〈m;ri〉+1

〈m+1;ri〉∑

g=〈m;ri〉+1

e
(
(rj

i − rg
i )tx

)
. (5.39)

Wir schreiben nun Bm(x) für jenen Teil der Summe, für den entweder |j−g| < m oder
j oder g mindestens gleich 〈m+ 1; ri〉−m ist, und wir schreiben Cm für den restlichen
Teil. Mit Ungleichung (5.28) ergibt sich die triviale Abschätzung

Bm(x) ≤ 10m2
m∑

i=1

(
〈m+ 1; ri〉 − 〈m; ri〉

)
(5.40)

≤ δ2m
3
(
〈m+ 1〉 − 〈m〉

)

≤ δ3m
2
(
〈m+ 1〉 − 〈m〉

)2−βm
.

Wenn wir den Mittelwert einer Funktion f(x) in σm(ξm−1) mit µf bezeichnen, dann
ist Am(ξm) ≤ µAm und deshalb

Am(ξ) = Bm(ξ) + Cm(ξ) − Bm(ξm) − Cm(ξm) + Am(ξm)

≤ Bm(ξ) − Bm(ξm) + µBm + Cm(ξ) − Cm(ξm) + µCm.

Die ersten drei Summanden in der unteren Zeile können nun mittels Ungleichung (5.40)
abgeschätzt werden. Die anderen drei Summanden lassen sich mittels der folgenden,
für m ≥ δ4 geltenden Ungleichung abschätzen:

r〈m+1;r〉−mms(m)−〈m+1;s(m)〉+2 ≤ e〈m+1〉r1−mme−〈m+1〉s2(m)

≤ 21−mms2(m)

≤ 1/2.

Wir setzen Lg = (rg − 1)r〈m+1;r〉−m−gt(ξ − ξm) und stellen fest, dass

|Lg| ≤ r〈m+1;r〉−mms(m)−〈m+1;s(m)〉+2 ≤ 1/2

ist. Der Teil des Ausdruckes für Cm(ξ) − Cm(ξm), für den t und ri = r in (5.39) fest
bleiben, ist maximal gleich

2

〈m+1;r〉−〈m;r〉−m
∑

g=1

〈m+1;r〉−〈m;r〉−m−g
∑

j=1

|e(Lgr
−j) − 1|

≤ 2

〈m+1;r〉−〈m;r〉−m
∑

g=1

∞∑

j=1

r−j

< 2
(
〈m+ 1; r〉 − 〈m; r〉

)
.
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Auf ähnliche Weise wie bei der Abschätzung von Bm(x) erhalten wir so

Cm(ξ) − Cm(ξm) ≤ δ5m
2
(
〈m+ 1〉 − 〈m〉

)2−βm
.

Wenn wir nun f(x) für die Funktion e(tx) = e2πitx schreiben, erhalten wir

|µf | =
∣
∣e
(
tηm(ξm−1)

)∣
∣

bm−2∏

k=am+1

∣
∣
∣

(

1 + e
(
ts(m)−k

))

/2
∣
∣
∣ =

bm−2∏

k=am+1

∣
∣ cos

(
πts(m)−k

)∣
∣

und somit

|µCm| ≤ 2
m∑

t=−m, t6=0

m∑

i=1

〈m+1;ri〉−〈m;ri〉−m
∑

g=m

〈m+1;ri〉−〈m;ri〉−m−g
∑

j=1

bm−2∏

k=am+1

(5.41)

∣
∣ cos

(
π(rg − 1)r〈m;ri〉rjts(m)−k

)∣
∣.

Halten wir nun t, ri = r und g fest und schreiben wir L = (rg − 1)r〈m;r〉t, dann ist die
innere Summe gleich

〈m+1;r〉−〈m;r〉−m−g
∑

j=1

bm−2∑

k=am+1

| cos(πLrj/sk)|. (5.42)

Es ist
Lrj/s〈m+1;s(m)〉−2 ≤ r〈m+1;r〉−ms−〈m+1;s(m)〉+2 ≤ 1/2

und daher ∞∏

k=bm−1

| cos(πLrj/sk)| ≥
∞∏

k=1

| cos(π/2k+1)| = δ6 > 0.

Deshalb ist Summe (5.42) höchstens gleich

δ7

〈m+1;r〉−〈m;r〉−m−g
∑

j=1

∞∏

k=am+1

| cos(πLrj/sk)|.

Wegen

|L| ≥ (rm − 1)r〈m;r〉 ≥ (2m − 1)e〈m〉

> (2m − 1)s(m)〈m;s(m)〉−1

= sam+1(2m − 1)s−2

> sam+1

für m > δ4 dürfen wir Lemma 5.3.6 anwenden und sehen, dass der Wert von (5.42)
höchstens gleich

2δ7
(
〈m+ 1; r〉 − 〈m; r〉

)1−α20(r,s)
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ist.
Daher ergibt sich

µCm ≤ δ8m
2
(
〈m+ 1〉 − 〈m〉

)2−βm
,

und somit ist unter Berücksichtigung der ähnlichen Ungleichungen für Bm und Cm(ξ)−
Cm(ξm) das Lemma bewiesen. �

Lemma 5.3.9 ξ ist normal zu jeder der Basen r1, r2, . . .

Beweis: Seien r = rh und t 6= 0 fest. Weiters sei m ≥ h und m ≥ |t|. Aus Lemma
5.3.8 folgt

∣
∣
∣

〈m+1;r〉
∑

j=〈m;r〉
e(rjtξ)

∣
∣
∣ ≤ δ9m

(
〈m+ 1〉 − 〈m〉

)1−βm/2
.

Wir bilden nun

∑

M =
M−1∑

m=1

m
(
〈m+ 1〉 − 〈m〉

)1−βm/2 ≤M
M−1∑

m=1

(
〈m+ 1〉 − 〈m〉

)1−βM /2
.

Unter Benützung der Ungleichung

M∑

i=1

as
i ≤M

( M∑

i=1

ai/M
)s

< M
( M∑

i=1

ai

)s

erhalten wir
∑

M ≤M2〈M〉1−βM/2 = O(M2e
√

M(1−δ10M−1/4) = o
(
〈M〉

)
= o
(
〈M ; r〉

)
.

Da auch
〈M + 1; r〉 − 〈M ; r〉 = o

(
〈M ; r〉

)

ist, gilt
N∑

j=1

e(rjtξ) = o(N)

für jedes ganze t 6= 0. Nach dem Weyl’schen Kriterium (siehe Kapitel 2.2 und 2.4) ist
daher die Folge ξ, ξr, ξr2, . . . gleichverteilt modulo 1 und deshalb die Zahl ξ normal zur
Basis r. �

Dem hier gegebenen Beweis folgend lassen sich auch Zahlen ξ mit den gewünschten
Eigenschaften explizit konstruieren, wozu das Berechnen einiger der angeführten Kon-
stanten, etwa von Konstante α20(r, s) aus Lemma 5.3.6, notwendig ist.
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Die Menge M(R, S) hat die Mächtigkeit des Kontinuums, wie sich folgendermaßen
sehen lässt: Wir konstruieren überabzählbar viele Folgen ξ0 = 0, ξ1, ξ2, . . . , indem wir
für gegebenes ξm−1 als ξm eine Zahl aus σm(ξm−1) wählen, für die Am(x) den kleinsten
oder den zweitkleinsten Wert annimmt. Jeder Grenzwert einer solchen Folge liegt in
M(R, S).
Da die Menge aller Klasseneinteilungen R, S ebenfalls kontinuierliche Mächtigkeit hat,
ergibt sich damit übrigens eine nette, aber freilich komplizierte (wie Schmidt [127]
meint) Illustration der Gleichung c · c = c.
Zur Hausdorff-Dimension der Menge M(R, S) siehe A.D. Pollington [115].

Eine Zahl ξ zu R = ∅, also eine Zahl die zu keiner Basis normal ist, haben wir bereits
im Laufe des Beweises konstruiert. Die angegebene Konstruktion lässt sich auch auf
den Fall S = ∅ ausweiten:
Wir wählen dazu eine Folge natürlicher Zahlen s(1), s(2), . . . größer als 2, so dass
s(m) ≤ ms(1) ist, und es zu jedem r ein m0(r) mit r 6∼ s(m) für m ≥ m0 gibt. Unter
Verwendung dieser Folge s(1), s(2), . . . konstruieren wir eine Menge σ wie im Beweis
des vorhergehenden Satzes. Um eine Zahl ξ zu konstruieren, benützen wir statt Am(x)
die modifizierte Funktion A′

m(x), in der Summe

m∑

i=1

durch
∑

ri, i≤m, m0(ri)≤m

ersetzt wird. Da nun ri 6∼ s(m) ist, kann A′
m(ξ) ähnlich abgeschätzt werden wie Am(ξ)

im Beweis des Satzes, und somit ist ξ absolut normal.



Kapitel 6

Diskrepanz normaler Zahlen

In Kapitel 2.4 haben wir eine Verbindung zwischen Normalität (bezüglich einer Ba-
sis β) einer Zahl a = bac + 0.a1a2a3 . . . und Gleichverteilung modulo 1 der Folge
a, aβ, aβ2, aβ3, . . . hergestellt. Ein Maß für die “Qualität” der Gleichverteilung einer
Folge bietet die Diskrepanz. Sie wird folgendermaßen definiert:

Definition 6.0.1 Sei ω = ω(1), ω(2), . . . , ω(N) eine endliche Folge reeller Zahlen.
Dann bezeichnen wir die Zahl

DN (ω) = sup
0≤c≤d≤1

∣
∣
∣
∣

A(ω,N, [c, d[)

N
− (d− c)

∣
∣
∣
∣

als “Diskrepanz” der Folge ω. Dabei bezeichnet A(ω,N, [c, d[) wie in Kapitel 2.2 die
Anzahl jener Folgenglieder ω(n), deren Bruchteil {ω(n)} im Intervall [c, d[ liegt.
Für eine unendliche Folge ω bezeichnet DN die Diskrepanz jener endlichen Teilfolge,
welche aus den ersten N Folgengliedern von ω besteht.

Definition 6.0.2 Sei a eine reelle Zahl. Dann bezeichnen wir als “Diskrepanz” DN (a)
dieser Zahl (bezüglich einer Basis β) die Diskrepanz der Folge a, aβ, , aβ2, . . . .

6.1 Zusammenhang zwischen Diskrepanz und Gleich-

verteilung

Einen Zusammenhang zwischen Diskrepanz und Gleichverteilung modulo 1 einer Folge
reeller Zahlen stellt der folgende Satz her. Der hier angeführte Beweis folgt dem bei
M. Drmota und R.F. Tichy [37, S. 4] angegebenen, der auf den für unsere Zwecke
ausreichenden eindimensionalen Fall reduziert wird.

Satz 6.1.1 Eine Folge ω ist gleichverteilt modulo 1 genau dann, wenn

lim
N→∞

DN(ω) = 0 (6.1)

gilt.
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Beweis: Ganz offensichtlich folgt aus Gleichung (6.1) sofort die Gleichverteilung
modulo 1 der Folge ω. Uns bleibt daher nur der umgekehrte Fall zu zeigen, dass also
jede modulo 1 gleichverteilte Folge ω Gleichung (6.1) erfüllt.

Sei ω eine modulo 1 gleichverteilte Folge, M eine positive ganze Zahl, und bezeichne
Im für alle ganzzahligen m mit 0 ≤ m < M das Intervall [ m

M
, m+1

M
). Da die Folge ω

modulo 1 gleichverteilt ist exisitert eine positive Zahl N0, sodass

1

M

(

1 − 1

M

)

≤ A(ω,N, Im)

N
≤ 1

M

(

1 +
1

M

)

(6.2)

für alle N > N0 und alle Intervalle Im mit 0 ≤ m < M gilt.

Nun betrachten wir ein beliebiges Intervall I ⊂ [0, 1]. Es gibt Intervalle I und I mit
I ⊂ I ⊂ I, welche sich als endliche Vereinigung von Intervallen Im darstellen lassen
und für die

l(I) − l(I) ≤ 2

M
(6.3)

gilt. Dabei bezeichnet wir mit l(I) (wie in Kapitel 2.2) die Länge eines Intervalls I.
Damit erhalten wir aus Ungleichung (6.2)

l(I)

(

1 − 1

M

)

≤ A(ω,N, I)

N
≤ A(ω,N, I)

N
(6.4)

≤ A(ω,N, I)

N
≤ l(I)

(

1 +
1

M

)

für N ≥ N0.
Nun folgt aus (6.3) und (6.4) sofort

(

l(I) − 2

M

)(

1 − 1

M

)

≤ A(ω,N, I)

N
≤
(

l(I) +
2

M

)(

1 +
1

M

)

und damit (wegen l(I) ≤ 1)
∣
∣
∣
∣

A(ω,N, I)

N
− l(I)

∣
∣
∣
∣
≤ 3

M
+

2

M2

für alle N ≥ N0.
Somit erfüllt die Folge ω Gleichung (6.1) und der Satz ist bewiesen. �

Daraus ergibt sich mit Satz 2.4.1 sofort folgende Aussage:

Proposition 6.1.1 Eine reelle Zahl a ist normal zur Basis β genau dann, wenn für
die Diskrepanz dieser Zahl (bezüglich der Basis β)

lim
N→∞

DN = 0

gilt.
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6.2 Allgemeine Diskrepanzabschätzungen

Eine erste wichtige Diskrepanzabschätzung stammt von A. Khintchine [62] aus dem
Jahr 1924. Er zeigte folgende Abschätzung (dabei bezeichnet N(b, An) wie in Kapitel
2.1 jene Anzahl, mit der die Ziffer b unter den ersten n Nachkommastellen An von a
auftritt):

Satz 6.2.1 Gegeben sei eine Basis β ≥ 2. Dann gilt für fast alle reellen Zahlen a für
jedes ganzzahlige b mit 0 ≤ b < β:

lim sup
n→∞

N(b, An) − n
β

σ f(n)
= 1, lim inf

n→∞

N(b, An) − n
β

σ f(n)
= −1

mit

f(n) =
√

2n log log n und σ2 =
1 − 1

β

β
.

Dieses Resultat wirkt heute, aus wahrscheinlichkeitstheoretischer Sicht, wenig über-
raschend: es ist das erste Auftreten (eines Spezialfalls) eines Satz, der heute als “Ge-
setz des iterierten Logarithmus” bezeichnet wird (siehe dazu N.H. Bingham [12] und
auch G. Harman [49]). Denn man kann die Ziffern ai der β-adischen Entwicklung
a = bac + a1a2a3 . . . als unabhängige Zufallsvariable auffassen, die jeden der Werte
0 ≤ b < β mit gleicher Wahrscheinlichkeit annehmen. Der Wert σ2 entspricht dabei
der Varianz, n/β dem Erwartungswert (für die Anzahl des Auftretens einer bestimmten
Ziffer innerhalb eines n-stelligen Ziffernblocks).

I.S. Gal und L. Gal [43] zeigten 1964, dass (bezüglich einer Basis β)

DN (a) = O
(
(N−1 log logN)1/2

)
für fast alle a ∈ R

gilt.

Von N.M. Korobov [67] stammt die Frage nach einer “kleinstmöglichen” Funktion
ψ(N) (also einer Funktion mit geringstmöglichem asymptotischem Wachstum), zu der
mindestens eine reelle Zahl a mit

DN(a) ≤ ψ(N)

exisitert. Er zeigte selbst, dass ψ(n) = O(N−1/2) gilt (siehe Korobov [67]).

1966 zeigte Korobov [65]

ψ(N) = O(N−2/3 log4/3N)
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bezüglich Basen β, die Primzahlen sind. 1977 erweiterte M.B. Levin [76] diese Abschätzung
auf allgemeines β.
1999 schließlich erreichte Levin [74]

ψ(N) = O(N−1 log2N).

Diese Abschätzung ist in einem gewissen Sinn bestmöglich (oder, mit Levins [74]
Worten: the estimate obtained cannot be improved essentially), da W.M. Schmidt be-
reits 1972 die Ungleichung

lim sup
N→∞

N DN(ω)

logN
> 0

für beliebige reellwertige Folgen ω gezeigt hat.

6.3 Diskrepanz einer Klasse normaler Zahlen

In diesem Kapitel sollen Diskrepanzabschätzungen für eine bestimmte Klasse normaler
Zahlen angegeben werden. Die beiden folgenden Sätze aus dem Jahr 1986 stammen
von Johann Schiffer [123]. Wir folgen beim Beweis dieser Sätze dem von M. Drmo-
ta und R.F. Tichy [37, S. 105-117] angeführten, welcher im Wesentlichen dem von
J. Schiffer [123] angegebenen Beweis gleicht.

Satz 6.3.1 Sei f(x) nichtkonstantes Polynom mit rationalen Koeffizienten, so dass
f(x) ≥ 1 für alle x ≥ 1 gilt. Zu einer festen Basis β ≥ 2 sei eine Folge a1, a2, a3, . . .
definiert durch

a1, a2, a3, · · · = bf(1)c, bf(2)c, bf(3)c, . . . ,
wobei bf(n)c jeweils in β-adischer Darstellung gegeben sei. Weiters sei eine relle Zahl
a definiert durch

a =
∞∑

k=1

akβ
−k = 0.bf(1)cbf(2)cbf(3)c . . . .

Dann gilt für die Diskrepanz DN(a) dieser Zahl

DN(a) = O
(

1

logN

)

.

Satz 6.3.2 Sei f(x) ein lineares Polynom mit rationalen Koeffizienten, so dass f(n) ≥ 1
für alle ganzen Zahlen n ≥ 1 gilt. Zu einer festen Basis β ≥ 2 sei eine reelle Zahl a
definiert durch

a = 0.bf(1)cbf(2)cbf(3)c . . . ,
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wobei bf(n)c jeweils in β-adischer Darstellung gegeben sei. Dann gibt es eine Konstante
c > 0, so dass für die Diskrepanz DN (a) von a

DN(a) >
c

logN

für alle N ∈ N gilt.

Der Vollständigkeit halber sei noch der folgende, von Y. Nakai und I. Shiokawa [98]
stammende Satz angeführt, der eine Verallgemeinerung von Satz 6.3.1 darstellt:

Satz 6.3.3 Sei f(x) ein nichtkonstantes Polynom mit reellen Koeffizienten, so dass
f(x) > 0 für alle x > 0 gilt, und sei zu einer festen Basis β ≥ 2 eine reelle Zahl a
definiert durch

a = 0.bf(1)cbf(2)cbf(3)c . . . ,
wobei bf(n)c jeweils in β-adischer Darstellung gegeben sei. Dann gilt für die Diskrepanz
DN dieser Zahl

DN (a) = O
(

log logN

logN

)

(Nakai und Shiokawa [97], 1990)

bzw.

DN(a) = O
(

1

logN

)

(Nakai und Shiokawa [98], 1992).

Für einen Beweis dieses Satz siehe Nakai und Shiokawa [97][98]. Nakai und Shioka-
wa [98] selbst meinen zu dem von ihnen angegebenen Beweis: Our method of the proof
in [97], which is quite different from that of Schiffer [123], made use of an estimate
of Weyl sums in a somewhat unusual manner and of simple remarks on diophantine
approximation. In this paper, we further develop this method by employing inductive
arguments and we obtain the improved results. As for the proof of the result in [96],
tricky estimates for exponential sums of Vinogradov type were used.

Die in Satz 6.3.1 gegebene Definition einer Zahl stellt eine Verallgemeinerung der
Konstruktion von Davenport-Erdös (siehe Kapitel 4.3) dar. Wenn wir die behauptete
Diskrepanzabschätzung beweisen können, folgt damit insbesondere die Normalität der
so konstruierten Zahlen zur Basis β, wie in Kapitel 6.1 gezeigt wurde.

Zum Beweis der beiden Sätze 6.3.1 und 6.3.2 verwenden wir folgende Notation:
Zu einer Funktion f : N → [1,∞) betrachten wir die β-adische Entwicklung

a(f) = 0.bf(1)cbf(2)cbf(3)c . . . ,

welche gebildet wird durch Aneinanderreihung der β-adischen Darstellung der Zahlen
bf(1)c, bf(2)c, . . .
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Um mehr Übersichtlichkeit zu erreichen werden wir die einzelnen Blöcke bf(n)c und
bf(n+ 1)c gelegentlich durch Kommas trennen, also statt z.B. bf(1)cbf(2)cbf(3)c . . .
die Notation bf(1)c, bf(2)c, bf(3)c, . . . verwenden.

Für beliebige positive ganze Zahlen n und l bezeichne T (n) die Summe der An-
zahlen der Ziffern von bf(1)c, . . . , bf(n)c und ul die kleinste positive ganze Zahl m,
für welche die Anzahl der Ziffern von bf(m)c mindestens gleich l ist. Falls f streng
monoton wachsend ist, gilt f(ul − 1) < βl−1 ≤ f(ul) für hinreichend großes l.

Zu jeder reellen Zahl a = bac.a1a2a3 . . . , jeder natürlichen Zahl k ≥ 1 und jedem k-
stelligen Ziffernblock Bk = b1 . . . bk bezeichne N(Bk, S,N) jene Anzahl, mit welcher der
Block Bk in aSaS+1 . . . aN aufscheint, also die Anzahl der Werte i mit S ≤ i ≤ N−k+1,
für die aiai+1 . . . ai+k = b1b2 . . . bk gilt. Statt N(Bk, 1, N) verwenden wir wie in Kapitel
2.1 die Schreibweise N(Bk, AN) für die Anzahl des Auftretens eines Zifferblocks Bk

unter den ersten N Nachkommastellen AN einer reellen Zahl a.

Für k ≤ l und ul ≤ v < ul+1 schreiben wir zur Abkürzung N∗(Bk, v) statt
N(Bk, T (ul − 1), T (v)). Offenbar gibt N∗(Bk, v) jene Anzahl an, mit welcher der Block
Bk in bf(ul)c, bf(ul+1)c, . . . , bf(v)c auftritt. Nun gibt es zwei Möglichkeiten für das
Auftreten von Bk in der angegebenen Ziffernfolge (vgl. die Vorgehensweise beim Beweis
der Normalität der Champernowne-Zahl, Kapitel 4.1):

1. Bk tritt für ein bestimmtes u mit ul ≤ u ≤ v innerhalb eines Blockes bf(u)c auf,
und überschreitet daher kein einziges Komma in bf(ul)c, . . . , bf(v)c. Wir bezeich-
nen jene Anzahl, mit der Bk unter dieser Bedingung auftritt, mit N∗

1 (Bk, v).

2. Bk tritt für ein bestimmtes u mit ul ≤ u < v innerhalb von bf(u)c, bf(u+1)c auf
und überschreitet dabei das Komma. Mit N∗

2 (Bk, v) bezeichnen wir jene Anzahl,
mit der Bk unter dieser Bedingung in bf(ul)c, . . . , bf(v)c auftritt.

Offensichtlich gilt N∗(Bk, v) = N∗
1 (Bk, v) +N∗

2 (Bk, v) sowie

N(Bk, S, U) = N(Bk, S,N) +N(Bk, N, U) + O(k)

für alle k-stelligen Ziffernblöcke Bk und S ≤ N ≤ U .

Sei d ≥ 1 eine natürliche Zahl, α0, α1, . . . , αd seien rationale Zahlen und

f(x) = αdx
d + · · ·+ α1x+ α0.

Sei oBdA. f(x) monoton wachsend. Dann gelten folgende Abschätzungen:

f(x) �� xd, f ′(x) �� xd−1, f−1(x) �� x1/d, (f−1)′(x) �� x(1/d)−1

und (f−1)′′(x) �� x(1/d)−2 falls d > 1. (6.5)
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Daher ist, da für hinreichend großes l offensichtlich ul < ul+1 und f(ul − 1) <
βl−1 ≤ f(ul) gilt, die Anzahl der Ziffern von f(x) genau dann l, wenn ul ≤ x < ul+1,
und T (l) ∼ lβl/d.

Lemma 6.3.1 Seien u, v, k, l, n positive ganze Zahlen mit u < v, und sei b eine ganze
Zahl, so dass

βl−1 ≤ f(u) ≤ f(v) < βl und k ≤ n ≤ l sowie 0 ≤ b < βn

gilt. Dann folgt
∑

u≤x<v

∑

0≤t<βn−k

︸ ︷︷ ︸

bf(x)c≡b+t mod βn

1 = β−k(v − u) + O
(
(v − u)(β−nε + βn−k−l)

)
(6.6)

für jedes beliebige ε > 0, wobei ε und die durch das Landau-Symbol implizierte Kon-
stante nicht von u, v, k, l, n und b abhängen.

Beweis: Bezeichne S(u, v) den Ausdruck auf der linken Seite von (6.6). Mit u0 =
bf−1(1

2
βl−1)c gilt offensichtlich S(u, v) = S(u0, v) − S(u0, u), und es genügt daher,

Ungleichung (6.6) für u = u0 und βl−1 ≤ f(v) < βl zu zeigen. In diesem Fall ist

v − u ∼ βl/d. (6.7)

Wir unterteilen den Beweis von (6.6) in zwei Fälle. Im ersten Fall nehmen wir d = 1
oder n > l

(
1 − 1/(4d)

)
an. Wir setzen

U =
⌊(
f(u) − b

)
β−n

⌋

+ 1 und V =
⌊(
f(v − 1) − b

)
β−n

⌋

− 1

sowie

d(Y ) = f−1(Y βn + b+ βn−k) − f−1(Y βn + b) für U − 1 ≤ Y ≤ V + 1.

Dann ist

S(u, v) =
∑

Y ∈N

∑

u≤x<v

∑

0≤t<βn−k

︸ ︷︷ ︸

bf(x)−bc=Y βn+t

1 (6.8)

=
∑

U≤Y ≤V

(
d(Y ) + O(1)

)
+ O

(
(d(U − 1) + d(V + 1)

)
.

For festes Y gilt

d(Y ) = βn−k(f−1)′(Y βn + b) +
1

2
β2n−2k(f−1)′′

(
Y βn + b+ z(Y )

)
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mit z(y) ∈ [0, βn−k]. Unter Anwendung der Abschätzungen in (6.5) und mit Y ∼ βl−n

erhalten wir

(f−1)′′
(
Y βn + b+ z(Y )

)
� βl/d−2l sowie d(Y ) � βl/d−l+n−k (6.9)

und V − U � βl−n.

Da d(Y ) monoton wachsend ist, ergibt sich

∑

U≤Y ≤V

d(Y ) =

∫ V

U

d(y) + O
(
d(U)

)

= β−k
(
f−1(V βn + b) − f−1(Uβn + b)

)
+ O(βl/d−l+n−2k) + O

(
d(U)

)
.

Aus Uβn + b = f(u) + O(βn) folgt

f−1(Uβn + b) = u+ O(βl/d−l+n),

und, auf dieselbe Weise,

f−1(V βn + b) = v + O(βl/d−l+n).

In Verbindung mit (6.8) und (6.9) folgt daraus

S(u, v) = β−k(v − u) + O(βl/d−l+n−k + βl−n).

Nun folgt (6.6) aus (6.7) und l − n ≤ (l/d) − εn für d = 1 oder n > l
(
1 − 1/(4d)

)
.

Im zweiten Fall können wir n ≤ l
(
1− 1/(4d)

)
und d ≥ 2 voraussetzen. Wir wählen

N ′ ∈ N so, dass alle Koeffizienten von N ′f ganze Zahlen sind (das ist möglich, da f nur
rationale Koeffizienten besitzt). Weiters setzen wir F = N ′f,N = N ′βn−k,M = N ′βn

und B = N ′b. Damit erhalten wir

S(u, v) =
∑

u≤x<v

∑

0≤t<N
︸ ︷︷ ︸

F (x)≡B+t mod M

1 =
∑

0≤t<N

∑

u≤x<v

1

M

∑

1≤h≤M

e

(
(
F (x) − B − t

) h

M

)

=
1

M

∑

0≤t<N

∑

u≤x<v

e
(
F (x) −B − t)

)

︸ ︷︷ ︸

=1

+
1

M

∑

1≤h<M

e

(

− B
h

M

)
∑

0≤t<N

e

(

− t
h

M

)
∑

u≤x<v

e

(

F (x)
h

M

)

= (v − u)
N

M
+
R

M
, (6.10)

wobei wir die Abkürzungen
e(x) = e2πix
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und

R =
∑

1≤h≤M

e

(

−B
h

M

)
e(−Nh/M) − 1

e(−h/M) − 1

∑

u≤x<v

e

(

F (x)
h

M

)

verwenden.

Aus

|eiw − eiz| = 2 sin

∣
∣
∣
∣

w − z

2

∣
∣
∣
∣

und mit der Schreibweise E(m, h, t) statt
∣
∣
∑

1≤x≤m e
(
F (x+ u− 1)(h/t)

)∣
∣ erhalten wir

R �
∑

1≤h<M

(

sin π
h

M

)−1
∣
∣
∣
∣
∣

∑

u≤x<v

e

(

F (x)
h

M

)
∣
∣
∣
∣
∣

(6.11)

=
∑

t|M

∑

1≤h<t
︸ ︷︷ ︸

ggT(h,t)=1

E(v − u, h, t)

(

sin π
h

t

)−1

=
∑

t|M

∑

1≤h<t
︸ ︷︷ ︸

ggT(h,t)=1

(

sin π
h

t

)−1⌊
v − u

t

⌋

E(t, h, t)

+
∑

t|M

∑

1≤h<t
︸ ︷︷ ︸

ggT(h,t)=1, t<v−u

(

sin π
h

t

)−1

E

(

t

{
v − u

t

}

, h, t

)

+
∑

t|M

∑

1≤h<t
︸ ︷︷ ︸

ggT(h,t)=1, t>v−u

(

sin π
h

t

)−1

E(v − u, h, t).

Seien h, t, p, q ganze Zahlen mit 1 ≤ h < t, ggT(h, t) = 1, t | M , ggT(p, q) = 1 und
p/q = αdN

′ h
t
. Dann ist t(αdN

′)−1 ≤ q ≤ t wegen ggT(h, t) = 1 und αdN
′ ∈ N.

Für t > v − u und hinreichend großes l gilt

(v − u)1/8 < t1/8 < t(αdN
′)−1 ≤ q

und
q ≤ N ′βn � βl−l/4d � (v − u)d−1/4,

und daher q ≤ (v − u)d−1/8. Jetzt erhalten wir unter Anwendung der Weyl’schen Un-
gleichung (Satz 2.5.1, S. 32)

E(v − u, h, t) � (v − u)1+ε
(
(v − u)−1 + q−1 + q(v − u)−d

)1/K
(6.12)

� (v − u)1−σ falls t > v − u (6.13)
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für ein σ = σ(d) > 0 und K = 2d−1. Für t1−σ < s < t erhalten wir (σ kann beliebig
klein gewählt werden)

s1/8 < t < t(1−σ)(d−1/8) < sd−1/8

und damit E(s, h, t) � s1−σ. Es gilt also E(s, h, t) � t1−σ für s ≤ t. Zusammen mit
(6.11) und (6.12) und unter Verwendung von

∑

1≤h<t

(

sin π
h

t

)−1

� t log t

ergibt sich

R �
∑

t|M
(v − u)t1−σ log t+

∑

t|M, t<v−u

tt1−σ log t+
∑

t|M, t>v−u

t(v − u)1−σ log t

� logM
(
(v − u)M1−σ + (v − u)1−σM logM

)
.

Wegen (v − u)−σ � β−σ(l/d) und n ≤ l erhalten wir R � (v − u)βn−nε für beliebiges
ε > 0. Damit folgt (6.6) sofort aus (6.10) und Lemma 6.3.1 ist bewiesen. �

Beweis von Satz 6.3.1: Sei Bk = b1b2 . . . bk ein k-stelliger Ziffernblock (von Ziffern
zur Basis β) und

b = b1β
k−1 + b2β

k−2 + · · ·+ bk.

Für k < l und ul ≤ v < ul+1 erhalten wir unter Verwendung von Lemma 6.3.1

N∗
1 (Bk, v) =

∑

0≤j≤l

∑

uj≤x≤v

∑

0≤t<βl−k−j

︸ ︷︷ ︸

bf(x)c≡bβl−k−j+t mod βl−j

1 (6.14)

= β−k(l − k + 1)(v − ul + 1) +
∑

0≤j≤l−k

O(βl/d−(l−j)ε + βl/d−k−j)

= l(v + 1 − ul)β
−k + O(βl/d−kε).

Weiters ist

N∗
2 (Bk, v) ≤ N∗

2 (Bk, ul+1 − 1) ≤
∑

1≤j<k

∑

ul≤x<ul+1

1 + O(1),

wobei sich die letzte Summe nur über jene x erstreckt, für welche b1b2 . . . bk−j die letzten
Ziffern der β-adischen Entwicklung von bf(x)c und bk−j+1bk−j+2 . . . bk die ersten Ziffern
der β-adischen Darstellung von bf(x+ 1)c sind. Für bk−j+1 6= 0 sei

Cj = bf−1(bk−j+1β
l−1 + · · · + bkβ

l−j − 1)c,
Dj = bf−1(bk−j+1β

l−1 + · · · + bkβ
l−j + βl−j − 1)c.
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Aus (6.6) und der Tatsache, dass Dj − Cj � βl/d−j gilt, folgt

N∗
2 (Bk, v) �

∑

1 ≤ j < k,
bk−j+1 6= 0

(
∑

Cj ≤ x ≤ Dj ,
bf(x)c ≡ b1βk−j+1 + · · · + bk−j mod βk−j

1

)

+ O(1) (6.15)

=
∑

1 ≤ j < k,
bk−j+1 6= 0

(

β−(k−j)(Dj − Cj) + O
(
(Dj − Cj)(β

−(k−j)ε + β−l)
))

� βl/d−εk

Wenn wir nun (6.14) und (6.15) zusammenfassen, erhalten wir

N∗(Bk, v) = β−kl(v + 1 − ul) + O(βl/d−εk). (6.16)

Zu N ∈ N können wir n, u ∈ N so wählen, dass k < n/2, un ≤ u < un+1 und
T (u− 1) < N ≤ T (u) ist. Dann gilt N = T (u) + O(n), und wir erhalten

N(Bk, AN) =
∑

1≤l<n

N∗(Bk, ul+1 − 1) +N∗(B, u) + O(kn) + O
(
kTk

)
(6.17)

=
∑

1≤l<n

(
β−kl(ul+1 − ul) + O(βl/d−εk)

)

+β−kn(u− un) + O(βn/d−εk + kn + k2βk/d)

= β−kN + O(βn/d−εk).

Zu jedem Intervall I ⊂ [0, 1) definieren wir

∆N,I =
1

N

N−1∑

n=0

cI({βna} − l(I),

wobei l(I) die Länge des Intervalls I und cI die charakteristische Funktion dieses In-
tervalls bezeichnet.

Sei k ≥ 1, c1, c2, . . . , ck seien Ziffern zur Basis β und Bk = c1c2 . . . ck ein k-stelliger
Ziffernblock. Weiters sei I = [γ, γ + β−k) mit

γ =
∑

1≤i≤k

ciβ
−i.

Für k = O(logN) erhalten wir für hinreichend großes N

N−1∑

n=0

cI({βna}) =
∑

1 ≤ n ≤ N,
c1 . . . ck = an . . . an+k−1

1 = N(Bk, AN) + O(k).
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Wegen N ∼ nβn/d, n ∼ logN und (6.17) erhalten wir

|∆N,[γ,γ+β−k)| =

∣
∣
∣
∣

1

N
N(Bk, AN) − β−k + O(k/N)

∣
∣
∣
∣
� β−εk 1

logN
. (6.18)

Nun sei b ∈ [0, 1), h ∈ N, h ≥ 1, bβh ∈ N und b =
∑

1≤k≤h bkβ
−k die β-adische

Entwicklung von b, sowie

bk,j =
∑

1≤i≤k

biβ
−i + jβ−j für 1 ≤ k ≤ h, 0 ≤ j ≤ bk.

Da b1,0 = 0 und bk,bk
= bk+1,0 für 1 ≤ k ≤ h ist erhalten wir mit (6.18) für h = O(logN)

|∆N,[0,b)| =
∑

1≤k≤h

∑

0≤j<bk

|∆N,[bk,j ,bk,j+1)| �
∑

1≤k≤h

β−εk 1

logN
� 1

logN
.

Sei nun γ eine beliebige reelle Zahl aus dem Intervall [0, 1). Sei h = blog logNc und
seien a und b ebenfalls aus [0, 1) mit a ≤ γ ≤ b, b− a = β−h, bβh ∈ Z. Dann gilt

∆N,[0,γ) ≤
1

N

N−1∑

n=0

c[0,b]({βna}) − a = ∆N,[0,b) + β−h

sowie, auf dieselbe Weise,
∆N,(0,γ) ≥ ∆N,(0,a) − β−h.

Daraus ergibt sich

|∆N,[0,γ)| ≤ max
{
|∆N,[0,a)|, |∆N,[0,b)|

}
+ β−h

� 1

logN
+ β−h � 1

logN
.

Somit ist Satz 6.3.1 beweisen. �

Lemma 6.3.2 Sei a ∈ [0, 1) und seien B1,k und B2,k zwei jeweils k-stellige Ziffern-
blöcke. Falls

|N(B1,k, AN) −N(B2,k, AN)| > K
N

logN
(6.19)

für eine Konstante K > 0 und unendliche viele (bzw. fast alle) N ∈ N+ gilt, dann ist

DN(a) >
C

logN

für unendlich viele (bzw. fast alle) N ∈ N+, mit einer Konstanten C > 0. K und C
können dabei von B1,k, B2,k und a abhängen.
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Beweis: Wir setzen

αi =
∑

1≤j≤k

bi,jβ
−j für i = 1, 2,

wobei jeweils bi,j die Ziffern des Blocks Bi,k seien. Weiters sei Ii = [αi, αi + β−k) für
i = 1, 2. Falls N ≥ k gilt und N Bedingung (6.19) erfüllt, dann gilt

DN−k+1(a) ≥ max
i=1,2

∣
∣
∣
∣
∣

1

N

N−k∑

j=0

cIi
({βja}) − β−k

∣
∣
∣
∣
∣

= max
i=1,2

∣
∣
∣
∣

1

N
N(Bi,k, AN) − β−k

∣
∣
∣
∣

>
1

2N
|N(B1,k, AN) −N(B2,k, AN)|

>
C

log(N − k + 1)

für eine Konstante C > 0. �

Beweis von Satz 6.3.2: Seien C und D rationale Zahlen, f(x) = Cx + D, C >
0, C + D > 1. Wir wählen k ∈ N+ und zwei k-stellige Ziffernblöcke B1,k und B2,k,
wobei B1,k die Bedinungen

∑

1≤j≤k

b1,jβ
k−j = (βbf(1)c + 1)βh + r (6.20)

für natürliche Zahlen h und r mit r < βh, (dabei bezeichnet bi,j, 1 ≤ j ≤ k die Ziffern
des Blocks Bi,k für i = 1, 2; B1,k ist also von der Form bf(1)c, 1, . . . ), und

∑

1≤j≤k

b1,jβ
k−j = CN

für eine ganze ZahlN erfüllt, und B2,k der aus k mal der Ziffer “0” bestehende Block sei.

Zu jedem k-stelligen Ziffernblock Bk = b1b2 . . . bk und 1 ≤ j ≤ l−k, βj−1 ≤ m < βj

definieren wir mit b =
∑

1≤j≤k bjβ
k−j

U(j,m,Bk) = bf−1(mβl−j + (b+ 1)βl−k−j)c (6.21)

− cN(f−1(mβl−j + (b+ 1)βl−k−j)c
− bf−1(mβl−j + bβl−k−jc
+ cN

(
f−1(mβl−j + bβl−k−j)

)
,

wobei cN die charakteristische Funktion der natürlichen Zahlen bezeichnet. Es gibt also
U(j,m,B) die Anzahl jener x an, für welche βl−1 ≤ bf(x)c < βl ist und bf(x)c eine
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β-adische Entwickling der Form m,Bk, . . . besitzt.

Wir setzen vl = ul+1 − 1 für l = 1, 2, . . . und erhalten

N∗
1 (B, vl) =

∑

1≤j≤l−k

∑

βj−1≤m<βj

U(j,m,Bk) + ∆0,Bk,l + O(1) (6.22)

mit

∆0,Bk ,l =

{
1
C
βl−k falls b ≥ βk−1

0 falls b < βk−1 .

Sei nun N ∈ N. Dann gibt es v, n ≥ 1 mit un ≤ v < un+1 und N = T (v) + O(n).
Sei bf(v)c = βn−1z1 + βn−2z2 + · · ·+ zn die β-adische Entwicklung von bf(v)c und für
1 ≤ j ≤ n− k:

Zj = βj−1z1 + βj−2z2 + · · ·+ zj ,

γj = zj+1β
k−1 + zj+2β

k−2 + · · · + zj+k

Dann ist

N∗
1 (Bk, v) =

∑

1≤j≤n−k

((
∑

βj−1≤m<Zj

U(j,m,Bk)

)

+ ∆j,Bk

)

+ ∆0,Bk
+ O(1), (6.23)

wobei ∆j,Bk
bzw. ∆0,Bk

die Anzahl jener natürlichen Zahlen x bezeichnet, für welche
βl−1 ≤ bf(x)c ≤ v gilt und welche eine β-adische Entwicklung der Form Zj, Bk, . . .
besitzen. Es ist also

∆j,Bk
=







U(j, Zj , Bk) falls b < γj

v − f−1(Zjβ
n−j + bβn−k−j) + O(1) falls b = γj

0 falls b > γj

und
∆0,Bk

≥ 0 bzw. ∆0,Bk
= 0 falls b < βk−1.

Wegen f−1(Y ) = ( 1
C

)(Y −D) ist

∆j,Bk
<

1

C
βn−k−j + O(1) für 1 ≤ j ≤ n− k, βj−1 ≤ m < βj.

Aus
0 =

∑

1≤j≤k

b2,jβ
k−j <

∑

1≤j≤k

b1,jβ
k−j

folgt
0 ≤ ∆j,B1,k

≤ ∆j,B2,k
+ O(1)

und daher auch

∆j,B2,k
− ∆j,B1,k

≤ 1

C
βn−k−j + O(1). (6.24)
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Wegen
∑

1≤j≤k

b1,jβ
k−j =

∑

1≤j≤k

b1,jβ
k−j −

∑

1≤j≤k

b2,jβ
k−j = CN

gilt
U(j,m,B1,k) = U(j,m,B2,k) (6.25)

für 1 ≤ j ≤ l − k, βj−1 ≤ m < βj, und aus (6.22) folgt

N∗
1 (B1,k, vl) = N∗

1 (B2,k, vl) +
1

C
βl−k + O(1). (6.26)

Offensichtlich ist N∗
2 (B2,k, vl) = 0. Wir wählen i < k so dass

∑

1≤j≤i b1,jβ
i−j = bf(1)c

gilt (das ist wegen (6.20) möglich).

Bezeichne nun M die Menge aller ganzen Zahlen m mit ul ≤ m ≤ vl = ul+1 − 1,
für welche die β-adische Entwicklung von bf(m)c die Form

bf(m)c = (b1,i+1β
l−1 + · · · + b1,kβ

l−(k−i)) + · · · + (b1,1β
j−1 + · · ·+ b1,i).

besitzt. Für alle x ∈ N ist

bf(1 + (βiN)x)c = bf(1)c + βiCNx ≡ bf(1)c mod βi,

und für hinreichend großes l existiert eine ganzzahlige Konstante t > 0 mit

bf(1 + tNβi)c = bf(1)c + CNtβi ∈ f(M).

Daher ist M nicht leer und enthält mindestens

βiN−1

(
1

C
βl−(k−i) + O(1)

)

+ O(1)

Elemente.

Aus N∗
2 (B1,k, vl) ≥ #M + O(1) ergibt sich N∗

2 (B1,k, vl) ≥ Kβl für eine Konstante
K > 0. Daher erhalten wir aus (6.23), (6.24), (6.25) und (6.26) sowie der Tatsache,
dass ∆0,B1,k

≥ ∆0,B2,k
gilt,

N(B1,k, AN) −N(B2,k, AN) ≥
∑

1≤l<n

(
N∗

1 (B1,k, vl) −N∗
1 (B2,k, vl) −N∗

2 (B1,k, vl)
)

+
∑

1≤j≤n−k

(∆j,B1,k
− ∆j,B2,k

) + O(n)

≥
∑

1≤l<n

(

Kβl +
1

C
βl−k

)

−
∑

1≤j≤n−k

1

C
βn−k−j + O(n)

> Lβn

für eine Konstante L > 0 und hinreichend großes n. Damit folgt Satz 6.3.2 aus dem
vorhin bewiesenen Lemma 6.3.2. �



Kapitel 7

Ist π normal?

Eines gleich vorweg: Die (zugegeben etwas reißerisch) als Überschrift dieses Kapitels
gestellte Frage wird hier nicht beantwortet werden können - und auch sonst in ab-
sehbarer Zeit vermutlich nicht. Von den meisten diesbezüglichen Fachleuten wird aber
angenommen, dass Konstanten wie π, e oder

√
2 absolut normal sind. Ein Beweis dafür

ist aber nicht bekannt, und es ist offenbar auch kein solcher Beweis in Aussicht. J.C. La-
garias [72] stellt fest, dass it is unknown wheter any algebraic number is normal to any
integer base β ≥ 2.

In diesem Kapitel soll ein relativ aktueller Artikel von D.H. Bailey und R.E. Cran-
dall [6] besprochen werden, in dem eine mögliche Vorgehensweise zum Beweis der Nor-
malität einiger wichtiger Konstanten skizziert (aber natürlich kein vollständiger Be-
weis angegeben) wird. Die Überlegungen der beiden gehen zurück auf das sogenannte
BBP-Verfahren aus dem Jahr 1995, benannt nach den Herren D.H. Bailey, P. Borwein
und S. Plouffe, mittels dessen sich einzelne Ziffern der Nachkommastellen bestimmter
Konstanten, beispielsweise π, auf relativ einfache Weise berechnen lassen, ohne alle
vorhergehenden Stellen kennen zu müssen, sofern eine geeignete Reihendarstellung für
die gewünschte Zahl bekannt ist. Mittels der in Gleichung (7.3) angegebenen Reihe
konnte Bailey, Borwein und Plouffe etwa die 10milliardste hexadezimale Stelle von π
berechnen (übrigens eine “9”). Eine BBP-Reihe für π, mittels derer sich einzelne Nach-
kommastellen im Dezimalsystem berechnen lassen, ist derzeit nicht bekannt.

Zunächst noch einige Bemerkungen:

Im ansonsten fundierten Buch von J. Arndt und C. Haenel [3] werden die (nicht ganz
ernst gemeinten!) Gespräche von M. Gardner mit einem imaginierten “Dr.Matrix” wie-
dergegeben (siehe Gardner [44]), in denen dieser mittels Ziffernsummenspielereien und
ähnlichem unter den ersten 32 Ziffern von π bemerkenswerte Muster feststellt. Ebenfalls
erwähnt wird das “163-Phänomen”, das vom schottischen Mathematiker Alexander
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Aitken entdeckte merkwürdige Ergebnis, dass der Bruchteil

{eπ
√

163} = 0.9999999999992 . . .

ist, dass also der Mix der transzendenten Zahlen e und π und der Primzahl 163 nicht
erst recht eine krumme Zahl ergibt, sondern fast genau eine ganze Zahl (eine Erklärung
dieses “Phänomens” stammt übrigens von S. Ramanujan [118] mittels modularer Glei-
chungen). In erster Linie zeigen diese “Phänomene” aber nur, dass sich bei hinreichend
ungenauer Erwartungshaltung überall “merkwürdige Muster” finden lassen (in diesem
Zusammenhang hingewiesen sei auf den sogenannten “Bible Code” und auf dessen
Persiflage durch Brendan McKay, der in Hermann Melvilles Moby Dick “versteckte
Zukunftsvorhersagen” entdeckte, etwa den Tod Lady Di’s betreffend).

Etwas ernstzunehmender sind die von S. Wagon [152] im Jahr 1985 durchgeführten
statistischen Untersuchungen der (damals soeben von Y. Kanada berechneten) ersten
10 Millionen Nachkommastellen der Dezimalentwicklung π. Die einzelnen Ziffern traten
unter diesen ersten 10 Millionen Stellen mit folgenden Häufigkeiten auf: (in der linken
Tabelle die von S. Wagon [152] angegebenen Häufigkeiten, in der rechten zum Vergleich
die von Y. Kanada [60] im Jahr 1997 errechneten entsprechenden Häufigkeiten unter
den ersten 50 Milliarden Nachkommastellen von π)

Ziffer Häufigkeit

0 999 440
1 999 333
2 1 000 306
3 999 964
4 1 001 093
5 1 000 466
6 999 337
7 1 000 207
8 999 814
9 1 000 040

10 000 000

Ziffer Häufigkeit

0 5 000 012 647
1 4 999 986 263
2 5 000 020 237
3 4 999 914 405
4 5 000 023 598
5 4 999 991 499
6 4 999 928 368
7 5 000 014 860
8 5 000 117 637
9 5 000 990 486

50 000 000 000

Hier zeigen sich also keine Abweichungen von “zufälligem Verhalten”, die relative
Häufigkeit für das Auftreten der einzelnen Ziffern beträgt jeweils etwa 1/10. Die Ge-
schwindigkeit, mit der sich die relativen Häufigkeiten dem Wert 1/10 annähern, stimmt
ebenfalls mit der wahrscheinlichkeitstheoretisch anzunehmenden von etwa 1/

√
n übe-

rein. So betragen etwa die relativen Häufigkeiten für das Auftreten der Ziffer “7” unter
den ersten 10i Nachkommastellen von π (i = 1, . . . , 7) 0, .08, .095, .097, .10025,
.0998, .1000207.
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Auch der sogenannte “poker test” ergibt keine überaschenden Abweichungen von
den zu erwartenden Werten. Bei diesem Test werden stets fünf aufeinanderfolgende
Ziffern in Hinblick auf poker hands überprüft, ob also etwa vier Gleiche, zwei Pärchen
etc. auftreten. Für die ersten 10 Millionen dezimalen Nachkommastellen von π ergeben
sich (wieder laut S. Wagon [152]) folgende Häufigkeiten:

Typ Erwartete Anzahl Tatsächliche Anzahl

Keine zwei Gleichen 604 800 604 976
Ein Pärchen 1 008 000 1 007 151
Zwei Pärchen 216 000 216 520
Drei Gleiche 144 000 144 375
Full House 18 000 17 891
Vier Gleiche 9 000 8 887
Fünf Gleiche 200 200

Natürlich kann durch Überprüfung einer endlichen Anzahl von Nachkommastellen
einer Zahl niemals eine Aussage bezüglich Normalität getroffen werden. Dennoch meint
S. Wagon [152]: digit-hunting has an importance that goes beyond the mere extension
of the known decimal places of π. Nebenbei bemerkt sind seit dem erstmaligen Auffin-
den der Ziffernfolge “123456789” in der Dezimalentwicklung von π (durch Y. Kanada)
diverse Gedankenspielereien von L.E.J. Brouwer und anderen sogenannten “Intuitioni-
sten” gewissermaßen gegenstandslos geworden, welche auf der Unentscheidbarkeit der
Frage “Tritt in der Dezimalentwicklung von π jemals die Ziffernfolge 123456789 auf?”
basieren.

Nun zurück zum vorhin angesprochenen Artikel von Bailey und Crandall [6], betitelt
“On the random character of fundamental constant expansions”. Die darin enthaltenen
Überlegungen basiseren auf folgender zentraler Hypothese, von Bailey und Crandall
als “Hypothesis A”, von J.C. Lagarias [72] später als “Strong Dichtomy Hypothesis”
bezeichnet:

Hypothese 7.0.1 (Hypothese A) Gegeben seien zwei Polynome p(n), q(n) mit ganz-
zahligen Koeffizienten sowie eine Funktion rn durch

rn = p(n)/q(n).

Weiters gelte für die Grade der Polynome 0 ≤ deg p < deg q, und die Funktion rn

besitze bei keiner natürlichen Zahl n eine Singularität. Sei β ≥ 2 eine ganze Zahl und
x0 = 0. Dann besitzt die Folge x = x0, x1, x2, . . . , rekursiv definiert durch

xn = {βxn−1 + rn},
entweder einen finiten Attraktor oder ist gleichverteilt modulo 1.
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Der darin enthaltenen Ausdruck “finiter Attraktor” (finite attractor) wird folgen-
dermaßen definiert:

Definition 7.0.1 Eine Folge x = x0, x1, x2, . . . mit Werten aus [0, 1) besitzt einen
“finiten Attraktor” W = (w0, w1, . . . , wP−1) genau dann, wenn zu jedem ε > 0 ein
K = K(ε) existiert, so dass für alle k ≥ 0 die Ungleichung ‖xK+k −wt(k)‖ < ε für eine
Funktion t(k) mit t(k) ∈ Z unf 0 ≤ t(k) < P erfüllt ist.

Dabei ist die Norm ‖a‖ einer rellen Zahl a ∈ [0, 1) definiert als min(a, 1 − a). Wir
definieren nun auch noch den Ausdruck “periodischer Attraktor” (periodic attractor):

Definition 7.0.2 Eine Folge x = x0, x1, x2, . . . mit Werten aus [0, 1) besitzt einen
“periodischen Attraktor” W = (w0, w1, . . . , wP−1) genau dann, wenn zu jedem ε > 0
ein K = K(ε) existiert, so dass für alle k ≥ 0 die Ungleichung ‖xK+k − wk mod P‖ < ε
erfüllt ist.

Satz 7.0.4 Sei x = x0, x1, x2, . . . eine Folge mit Werten aus [0, 1) und y = y0, y1, y2, . . .
eine konvergente Folge. Dann besitzt x einen finiten (bzw. periodischen) Attraktor genau
dann, wenn die Folge {x0+y0}, {x1+y1}, {x2+y2}, . . . einen finiten (bzw. periodischen)
Attraktor besitzt.

Beweis: Die Behauptung folgt unmittelbar aus den beiden vorhergehenden Defini-
tionen. �

Satz 7.0.5 Die in Hypothese A definierte Folge x besitzt unendlich viele verschiedene
Elemente und daher zumindest einen Häufungswert.

Beweis: Bezeichne D die Menge aller verschiedenen Differenzen ‖xn − βxn−1‖ für
n ∈ N+. Wäre diese Menge endlich, müsste sie über ein kleinstes Element verfügen. Da
aber die Werte von rn für hinreichend großes n beliebig klein (und dabei nicht gleich
Null) werden, wie sich aus der Bedingung für die Grade der Polynome p(n) und q(n)
ergibt, kann die Annahme nicht richtig sein.
Die Folge x besitzt also unendlich viele verschiedene Werte und deshalb mindestens
einen Häufungswert. �

Satz 7.0.6 Sei a eine reelle und β ≥ 2 eine ganze Zahl. Falls die Folge x = {a}, {βa}, {β2a}, . . .
einen finiten Attraktor W besitzt, dann ist W auch ein periodischer Attraktor und hat
notwendigerweise die Form

W = (w0, {βw0}, {β2w0}, . . . , {βP−1w0})

für passendes P . Außerdem ist w0 eine rationale Zahl.
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Beweis: Sei W = (w0, w1, . . . , wP−1) der laut Voraussetzung gegebene finite At-
traktor zu x. Wir setzen d = min0≤i,j<P (‖wi − wj‖) und ε < d/(4β).

BezeichneWε die Menge aller Zahlen z ∈ [0, 1), welche ‖z−wi‖ < ε für zumindest ein
i mit 0 ≤ i < P erfüllen. Dann existiert laut Voraussetzung ein K ′(ε), sodass xk ∈ Wε

für alle k > K ′ gilt. Sei K das kleinste k > K ′, welches ‖xk−w0‖ < ε erfüllt (Es ist, wie
Bailey und Crandall zu erwähnen vergessen, nicht selbstverständlich, dass überhaupt
ein solches k existiert. Das ist nur dann der Fall, wenn der finitite Attraktor W keine
“überflüssigen” Elemente enthält. Wir wollen dies stillschweigend voraussetzen).
Dann gilt

‖xK+1 − βw0‖ = ‖βxK − βw0‖ = β‖xK − w0‖ < βε < d/4.

Die zweite Gleichung folgt aus der dilated-norm rule, welche besagt, dass für 0 ≤ δ ≤
1/(2‖z‖) die Gleichheit ‖δz‖ = δ‖z‖ gilt. Die Richtigkeit dieser rule ist unmittelbar
einsichtig, und die Anwendbarkeit auf den obigen Fall wegen des hinreichend kleinen ε
gewährleistet.

Es gilt also ‖xK+1−βw0‖ < βε, genauso folgt aus ‖xK+k−w0‖ < ε stets ‖xK+k+1−
βw0‖ < βε, und es gibt unendlich viele solcher k (wieder weil W keine “überflüssigen”
Elemente enthält).

Da es nur ein einziges Element von W mit Normabstand ≤ d/4 von {βw0} geben
kann, muss dieses Element {βw0} sein. Sei also oBdA. w1 = {βw0}. Dasselbe Argu-
ment wie oben läßt sich weiter wiederholen, bis schließlich wP−1 = {βP−1w0} folgt.
xK+P schließlich muss in einer βε-Umgebung um w0 liegen, da sonst kein weiterer Wert
in diese Umgebung fallen würde und somit w0 nicht in W enthalten wäre (da W keine
“überflüssigen” Elemente enthält).

Damit ist also W ein periodischer Attraktor der Folge x.
Dass die Elemente von W rationale Zahlen sein müssen folgt aus der Bedinung w0 =
{βPw0}, welche w0 = m/(βP − 1) für ein passendes ganzzahliges m bedingt. �

Satz 7.0.7 Falls die Folge x = x0, x1, x2, . . . , definiert wie in Hypothese A, einen
finiten Attraktor W besitzt, dann ist W ein periodischer Attraktor und jedes Element
von W rational.

Beweis: Die Folge x ist, wie in Hypothese A, gegeben durch x0 = 0 und xn =
βxn−1 + rn mit limn→∞ rn = 0. Sei W = (w0, w1, . . . , wP−1) der finite Attraktor zur
Folge x.

Wir setzen d = min0≤i,j<P (‖wi − wj‖), und wählen 0 < ε < d/(4β + 4). Bezeichne
Wε die Menge aller z ∈ [0, 1), welche ‖z − wi‖ < ε für zumindest ein i mit 0 ≤ i < P
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erfüllen.

Dann existiert ein K ′(ε), so dass xk ∈Wε und |rk| < ε für alle k > K ′ gilt. Bezeichne
K das erste k > K ′, welches ‖xk − w0‖ < ε erfüllt (ein solches k existert wieder nur
dann, wenn W keine “überflüssigen” Elemente enthält). Dann erhalten wir (wiederum
aus der dilated-norm rule)

‖xK+1 − βw0‖ = ‖βxK + rK+1 − βw0‖ ≤ β‖xK − w0‖ + ε < (β + 1)ε < d/4.

Der Rest des Beweises kann nun ebenso wie im Beweis von Satz 7.0.6 durchgeführt
werden. �

Satz 7.0.8 Sei a ∈ [0, 1). Die Folge a, {βa}, {β2a}, {β3a}, . . . besitzt einen finiten
Attraktor genau dann, wenn a rational ist.

Beweis: Falls die angegebene Folge einen finiten Attraktor besitzt, dann laut Satz
7.0.6 ebenfalls einen periodischen Attraktor. Wenn wir ε = 1/(4β) setzen, dann exisi-
tert laut Definition 7.0.2 ein K, für welches ‖xK+k − wk mod P‖ < ε für alle k ≥ 0 gilt.

Wir setzen h = |xK − w0|. Falls h > 0 gilt, sei m = blogβ(ε/h)c, und damit
βmh < ε < βm+1h < βε < 1/4. Dann erhalten wir (wieder unter Anwendung der
dilated-norm rule)

‖xK+m+1 − wm+1 mod P‖ = ‖βm+1xK − βm+1w0‖ = βm+1‖xK − w0‖ = βm+1h > ε.

Dies wiederspricht Definition 7.0.2, weswegen h = 0 und damit xK+k = wk mod P für
alle k ≥ 0 sein muss.
Es gilt also, dass sich die Ziffern der Nachkommastellen der β-adischen Entwicklung
von a nach den ersten K Ziffern mit Periode P zu wiederholen beginnen. Daher ist a
eine rationale Zahl.

Umgekehrt, wenn a = p/q eine rationale Zahl ist, muss klarerweise die Folge
a, {βa}, {β2a}, {β3a}, . . . periodisch sein und damit einen finiten Attraktor besitzen.
�

Satz 7.0.9 Seien p(n) und q(n) zwei Polynome mit ganzzahligen Koeffizienten. Dabei
besitze q bei keiner positiven ganzen Zahl eine Nullstelle, und es gelte 0 ≤ deg p <
deg q. Weiters gegeben seien eine Basis β ≥ 2 und eine reelle Zahl a mit einer ver-
allgemeinerten polylogarithmischen Entwicklung ( generalized polylogarithm series) der
Form

a =

∞∑

k=1

1

βk

p(k)

q(k)
.
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Dann ist a rational genau dann, wenn die Folge x0, x1, x2, . . . mit x0 = 0 und

xn =

(

βxn−1 +
p(n)

q(n)

)

mod 1

einen finiten (bzw. periodischen) Attraktor besitzt.

Beweis: Laut dem vorigen Satz (Satz 7.0.8) besitzt die Folge
{a}, {βa}, {β2a}, {β3a}, . . . genau dann einen periodischen Attraktor, wenn a rational
ist. Wir schreiben

{βna} =

( n∑

k=1

βn−kp(k)

q(k)
+

∞∑

k=n+1

βn−kp(k)

q(k)

)

mod 1

= (xn + tn) mod 1,

mit einer Folge x, durch die Rekursion x0 = 0 bzw.

xn = βxn−1 +
p(n)

q(n)
,

sowie einer tail sequence t, durch

tn =

∞∑

k=1

1

βk

p(k + n)

q(k + n)

definiert. Falls nun, wie in Hypothese A, deg p < deg q gilt, dann existiert zu gegebenem
ε > 0 ein n mit ∣

∣
∣
∣

p(n+ k)

q(n+ k)

∣
∣
∣
∣
< ε

für alle k ≥ 1. Für solches n gilt auch

|tn| < ε
∑

k≥1

β−k =
ε

β − 1
≤ ε.

Daher ist limn→∞ tn = 0. Laut Satz 7.0.4 besitzt also die Folge x0, x1, x2, . . . einen
periodischen Attraktor genau dann wenn a rational ist. �

Satz 7.0.10 Falls Hypothese A zutrifft, ist jede der Konstanten π, log 2 und ζ(3) nor-
mal zur Basis 2 und log 2 normal zur Basis 3. Außerdem ist ζ(5), falls irrational,
normal zur Basis 2.
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Beweis: Die Irrationalität der Konstanten π, log 2 und ζ(3) ist bekannt. Eine verall-
gemeinerte polylogarithmische Entwicklung, wie in Satz 7.0.9 vorausgesetzt, ist für jede
dieser Konstanten und ebenso für ζ(5) vorhanden (siehe Gleichungen (7.1) bis (7.4)).
Aus Hypothese A (sofern zutreffend) folgt dann sofort die Behauptung des Satzes. �

Die für Satz 7.0.9 benötigten verallgemeinerten polylogarithmischen Entwicklungen
von π, log 2, ζ(3) und ζ(5) sind durch folgende Gleichungen gegeben:

log 2 =

∞∑

n=1

1

n2n
(7.1)

log 2 =

∞∑

n=1

1

81n

2

27

(
9

4n+ 1
+

1

4n+ 3

)

(7.2)

= 6

∞∑

n=1

6

9n (2n− 1)

π =
∞∑

n=0

1

16n

(
4

8n+ 1
− 2

8n + 4
− 1

8n+ 5
− 1

8n+ 6

)

(7.3)

=
∞∑

n=0

1

16n

120n2 + 151n+ 47

512n4 + 1024n3 + 712n2 + 194n+ 15

ζ(3) =
∞∑

n=1

1

4096n

8

7

(
3

(1 + 24m)3
− 21

(2 + 24m)3
+

12

(3 + 24m)3
+

15

(4 + 24m)3
(7.4)

− 3

4(5 + 24m)3
+

3

2(6 + 24m)3
+

3

8(7 + 24m)m
− 3

2(9 + 24m)3
− 21

16(10 + 24m)3

− 3

32(11 + 24m)3
− 3

4(12 + 24m)3
− 3

64(13 + 24m)3
− 21

64(14 + 24m)3

− 3

16(15 + 24m)3
+

3

256(17 + 24m)3
+

3

128(18 + 24m)3
− 3

512(19 + 24m)3

+
15

256(20 + 24m)3
+

3

128(21 + 24m)3
− 21

1024(22 + 24m)3
+

3

2048(23 + 24m)3

)

Eine ähnliche Gleichung wie (7.4) existiert auch für ζ(5) (siehe D.J. Broadhurst [15]),
und zwar in der Form ∞∑

n=1

1

(260)n

p(n)

q(n)

mit Polynomen p und q von Grad 590 bzw. 595, welche hier aus Platzgründen nicht
angeführt werden sollen.

Natürlich gibt es über die hier besprochenen Konstanten hinaus viele weiter Zahlen
mit einer Darstellung als verallgemeinerte polylogarithmische Reihe. Einige Beispiele
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finden sich etwa ebenfalls bei Bailey und Crandall [6]. In einem auf den hier vor-
gestellten Überlegungen basierenden Artikel verallgemeinert J.C. Lagarias [72] einige
Resultate und stellt sie in einen weiteren Zusammenhang. Bei Bailey und Crandall [6]
sieht er a basic mechanism underlying their principle, which is a relation between single
orbits of two discret dynamical systems.

In seinem Artikel “One hundret years of normal number” stellt G. Harman [49] drei
Aufgaben, seiner Meinung nach a great challenge for mathematicians of the coming
century (or millennium!):

• Determine whether or not
√

2, e or π are normal.

• Find one base to which
√

2 is simply normal, or prove that no such base exists.

• Find a base β > 2 for which each of 0, . . . , β − 1 occurs infinitely often in the
base β expansion of

√
2, e, π.

Der Autor der vorliegenden Diplomarbeit sah sich leider außerstande, auch nur eine
einzige dieser Aufgaben korrekt zu lösen.



Kapitel 8

Verallgemeinerungen

Normalität läßt sich nicht nur für reelle Zahlen definieren, sondern es sind darüber hin-
aus viele Verallgemeinerung möglich, von denen einige hier vorgestellt werden sollen.

8.1 Normalität bezüglich Folgen

Definition 8.1.1 Eine reelle Zahl a heißt “normal bezüglich einer Folge”
Λ = λ1, λ2, λ3, . . . , oder auch “Λ-normal”, wenn die Folge aλ1, aλ2, aλ3, . . . gleichver-
teilt modulo 1 ist.

Wie wir in Kapitel 2.4 gesehen haben, ist eine Zahl genau dann normal zur Basis β,
wenn die Folge a, aβ, aβ2, . . . gleichverteilt modulo 1 ist. Also ist a normal zur Basis β
genau dann, wenn a normal bezüglich der Folge 1, β, β2, β3, . . . ist. Insofern kann die
hier gegebene Definition für Normalität bezüglich Folgen als Verallgemeinerung der in
Kapitel 2.1 angeführten Definition normaler Zahlen aufgefasst werden.

Es kann von Interesse sein, bezüglich einer gegebenen Folge normale Zahlen zu fin-
den bzw. zu konstruieren. Aus dem Kronecker’schen Approximationssatz (siehe 2.2.2)
folgt beispielsweise, dass eine reelle Zahl genau dann normal bezüglich der Folge 1, 2, 3, . . .
ist, wenn sie irrational ist.

Diverse Resultate zu bezüglich Folgen normalen Zahlen bzw. Konstruktionen von
Zahlen, die bezüglich gegebener Folgen normal sind, finden sich etwa bei G. Larcher
[73], der bezüglich der Folge der Fibonacci-Zahlen normale Zahlen konstruiert, oder
bei T. Šalát [122], der einen Zusammenhang mit Cantor’schen Reihen herstellt.
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8.2 Normale Mengen

Der Begriff “normale Menge” (ensemble normal) stammt von M. Mèndes France. Er
führte, ausgehend von Normalität einer Zahl bezüglich einer Folge bzw. Λ-Normalität
(siehe Kapitel 8.1) folgende Definitionen an:

Definition 8.2.1 Bezeichne B(Λ) die Menge aller Λ-normalen Zahlen. Eine Menge
reeller Zahlen E heißt “normal”, wenn es eine Folge Λ mit E = B(Λ) gibt.

Eine Menge E ist also normal genau dann, wenn es eine Folge Λ gibt sodass aΛ
gleichverteilt modulo 1 dann und nur dann ist, wenn a ∈ E gilt. Beispiele normaler
Mengen sind etwa folgende:

Beispiel 8.2.1 Die leere Menge ist eine normale Menge. Wir wählen als Folge Λ eine
konstante Folge, also etwa 1, 1, 1, . . . . Dann gibt es keine Zahl a, sodass aΛ = a, a, a, . . .
gleichverteilt modulo 1 ist. Daher ist die leere Menge normal.

Beispiel 8.2.2 Die Menge R\{0} ist eine normale Menge. Um dies zu sehen, wählen
wir Λ =

√
1,
√

2,
√

3, . . . . Dann folgt die Behauptung aus dem Satz von Fejer (siehe
etwa E. Hlawka [52, S. 23]).

Beispiel 8.2.3 Die Menge der irrationalen Zahlen, also R\Q, ist eine normale Menge.
Diese Behauptung folgt mit Λ = 1, 2, 3, . . . aus dem Kronecker’schen Approximations-
satz (siehe Kapitel 2.2.2, S. 10).

Zahlreiche Ergebnisse über normale Mengen finden sich in den Arbeiten von
M. Mendès France, etwa in [88], [87], [35] (gemeinsam mit F. Dress, siehe auch Dress [34])
und [78] (gemeinsam mit J. Lesca). Alle diese Artikel sind in französischer Sprache ver-
fasst.

8.3 Normale k-Tupel

Dieses Konzept geht auf John E. Maxfield [84] zurück, der es im Jahr 1953 vorstellte.

Definition 8.3.1 Als ein k-Tupel a bezeichnen wir ein k-Tupel (a1, a2, . . . , ak), wobei
alle ai reelle Zahlen seien.

Definition 8.3.2 Als n-te k-Ziffer a(n) eines k-Tupels a zur Basis β bezeichnen wir

a(n) =
(
a1(n), a2(n), . . . , ak(n)

)
,

wobei ai(n) die n-te Nachkommaziffer des Bruchteils {ai} von ai zur Basis β bezeichnet.
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Definition 8.3.3 Ein k-Tupel a heißt “einfach normal” zur Basis β, wenn die Anzahl
N(b,An) des Vorkommens einer k-Ziffer b unter den ersten n k-Ziffern An von a die
Bedingung

lim
n→∞

N(b,An)

n
=

1

βk

für alle βk möglichen Werte von b erfüllt.

Definition 8.3.4 Ein k-Tupel a heißt “normal” zur Basis β, wenn jedes der k-Tupel
a, βa, β2a, . . . einfach normal zu jeder der Basen β, β2, . . . ist.

Wir bemerken, dass mit a auch jedes darin enthaltene m-Tupel für m ≤ k normal
ist, also mit a = (a1, . . . , ak) auch (ai1 , . . . , aim).

Definition 8.3.5 Die einem k-Tupel a “entsprechende reelle Zahl zur Basis β” ( corresponding
number) ist die reelle Zahl a = 0.a1a2 . . . zur Basis β, wobei

a(n−1)k+1, . . . , ank

die n-te k-Ziffer von a zur Basis β sei.

Ein zentrales Ergebnis ist nun der folgende Satz:

Satz 8.3.1 Ein k-Tupel ist normal zur Basis β genau dann, wenn die entsprechende
reelle Zahl normal zu derselben Basis ist.

Beweis: Sei a ein zur Basis β normales k-Tupel. Daher ist die entsprechende reelle
Zahl a einfach normal zu den Basen βk, β2k, . . . . Damit ist a normal zur Basis β laut
Satz 2.3.2.

Sei umgekehrt a, die einem k-Tupel a entsprechende reelle Zahl, normal zur Basis
β. Dann sind insbesondere a, βka, β2ka, . . . einfach normal zu allen Basen βk, β2k, . . . ,
und somit ist a normal zur Basis β. �

Viele Ergebisse, die wir für Normalität reeller Zahlen vorgestellt haben, lassen sich
problemlos auf Normalität von k-Tupeln übertragen. Es gelten etwa die folgenden
Sätze:

Satz 8.3.2 Ein k-Tupel a ist normal zur Basis β genau dann, wenn a einfach normal
zu allen Basen β, β2, . . . ist.

Satz 8.3.3 Das k-Tupel a = (a1, . . . , ak) ist normal zur Basis β genau dann, wenn die
Folge a, βa, β2a, . . . gleichverteilt modulo 1 im Rk ist.
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Damit ergibt sich durch das Weyl’sche Kriterium für den mehrdimensionalen Fall
folgende Proposition:

Proposition 8.3.1 Das k-Tupel a = (a1, a2, . . . , ak) ist normal zur Basis β genau
dann, wenn

∑k
i=1 hiai für alle (h1, h2, . . . , hk) ∈ Zk\{0} normal ist.

Daraus folgt nun ein hinreichendes Kriterium dafür, dass die Summe normaler Zah-
len wieder normal ist.

Proposition 8.3.2 Wenn das k-Tupel a = (a1, a2, . . . , ak) normal zur Basis β ist,
dann ist auch die reelle Zahl a1 + a2 + · · · + ak normal zu derselben Basis.

Für die Beweise der vorhergehenden Sätze sowie weitere Aussagen über normale
k-Tupel siehe J.E. Maxfield [84].

8.4 Normalität bezüglich Matrizen

Ergebnisse zu Normalität bezüglich Matrizen finden sich unter anderem bei W.M. Schmidt
[124] und J. Cigler [28]. Wir wollen hier nur ganz kurz darauf eingehen.

Definition 8.4.1 Ein Vektor a ∈ Rk heißt “normal bezüglich einer reellen k×k-Matrix
A”, wenn die Folge der Vektoren a,Aa,A2a, . . . gleichverteilt modulo 1 im Rk ist.

Definition 8.4.2 Eine k × k-Matrix A heißt “gut”, wenn fast alle Vektoren a ∈ Rk

normal bezüglich A sind.

Der Ausdruck “fast alle” in der vorigen Definition versteht sich natürlich bezüglich
des k-dimensionalen Lebesgue-Maßes.

Definition 8.4.3 Eine k×k-Matrix mit rationalen Einträgen, die ausschließlich ganz
algebraische Eigenwerte besitzt heißt “fast ganz”.

Satz 8.4.1 Eine fast ganze Matrix A ist genau dann gut, wenn weder 0 noch Einheits-
wurzeln als Eigenwerte vorkommen.

Definition 8.4.4 Wir schreiben “A ∼ B”, wenn Ap = Bq für positive natürliche
Zahlen p und q gilt. Weiters schreiben wir “A ⇒ B”, wenn jeder bezüglich A normale
Vektor auch normal bezüglich B ist.

Satz 8.4.2 Seien A und B fast ganz und gut, und außerdem sei A ∼ B. Dann gilt
A ⇒ B.

Satz 8.4.3 Seien A und B fast ganz und gut. Außerdem sei A 6∼ B, AB = BA, und
alle Eigenwerte von B mögen Beträge größer als 1 haben. Dann gilt A 6⇒ B.

Die Beweise all dieser Sätze finden sich bei W.M. Schmidt [124].
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8.5 (j, ε)-Normalität

(j, ε)-Normalität bietet eine Möglichkeit, auch für ganze Zahlen eine gewisse “Norma-
litätseigenschaft” definieren zu können. Natürlich kann eine ganze Zahl nie normal
im Sinn der Definition in Kapitel 2.1 sein, da alle Nachkommastellen gleich 0 sind.
Dennoch kann es wichtig sein, etwas über die Verteilung verschiedener Ziffern in der β-
adischen Entwicklung ganzer Zahlen zu wissen, etwa um auch Abschätzungen über die
Häufigkeit des Auftretens gewisser Ziffernblöcke in den Nachkommastellen bestimmter
reeller Zahlen angeben zu können. Eine solche Vorgangsweise wird in Kapitel 4.2 zum
Beweis der Normalität der Copeland-Erdös-Zahlen verwendet.

(j, ε)-Normalität wurde von A.S. Besicovitch [10] anno 1934 erdacht. Er gibt fol-
gende Definitionen an (es existieren auch andere, leicht abweichende Definitionen, was
gelegentlich für Verwirrung sorgt):

Definition 8.5.1 Gegeben sei eine endliche, l-elementige Menge E von Ziffern (zur
Basis β), und bezeichne N(E, b) jene Anzahl, mit der die Ziffer b in E enthalten ist. Für
eine ganzen Zahl m = anan−1 . . . a0 bezeichne N(m, b) jene Anzahl, mit der die Ziffer
b in der Ziffernentwicklung von m aufscheint, und zu jeder natürlichen Zahl j ≥ 1 und
jedem j-stelligem Ziffernblock b1b2 . . . bj bezeichne N(m, b1b2 . . . bj) jene Anzahl, mit der
der Ziffernblock b1b2 . . . bj in der Ziffernentwicklung von m aufscheint. Zu beliebigem
reellen ε > 0 heißt nun die l-elementige Menge E “ε-normal”, falls für jede mögliche
Ziffer b (zur Basis β) ∣

∣
∣
∣

N(E, b)

l
− 1

β

∣
∣
∣
∣
< ε

gilt. Die Zahl m = anan−1 . . . a0 heißt “ε-normal”, falls die n + 1-elementige Menge
E = {an, an−1, . . . , a0} ε-normal ist, und m heißt “(j,ε)-normal”, falls die Ungleichung

∣
∣
∣
∣

N(m, b1b2 . . . bj)

n+ 1
− 1

βj

∣
∣
∣
∣
< ε

für alle möglichen j-stelligen Ziffernblöcke b1b2 . . . bj erfüllt ist.

Zahlreiche Resultate bezüglich (j, ε)-Normalität stammen von
R.G. Stoneham [136][137][138][139][140][141][142]. Er erklärte auch eine Form von (j, ε)-
Normalität für gewisse Klassen rationaler Zahlen (siehe Stoneham [139][141][142]).

Einen Zusammenhang zwischen Normalität und (j, ε)-Normalität stellt H.A. Han-
son [47] in einem Artikel über “Some relations between various types of normality of
numbers” her. Allgemeineres zur Verteilung von Ziffern in ganzen Zahlen findet sich
etwa bei L. Olsen [104] oder M. Drmota und J. Schoissengeier [36]; in diesem Zusam-
menhang sei auch auf einen Artikel von J.M. Dumont, P.J. Grabner und A. Thomas
[39] hingewiesen.
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8.6 β-Normalität

In diesem Kapitel wollen wir kurz eine Verallgemeinerung von Normalität, die soge-
nannte β-Normalität besprechen. Die hier vorgestellten Ergebnisse gehen auf grundle-
gende Resultate von B.H. Bissinger [13], C.I. Everett [42], A. Rényi [120] und W. Parry
[107] zurück.,

Von A. Rényi [120] stammt die Idee der Darstellung reeller Zahlen a durch eine
sogenannte “f -Entwicklung” (f -expansion) der Form

a = ε0 + f(ε1 + f(ε2 + f(ε3 + . . . ) . . . ) (8.1)

mit “Ziffern”
ε0 = ε0(a), ε1 = ε1(a), ε2 = ε2(a), . . .

und “Resten”

rn(a) = f(εn+1 + f(εn+2 + f(εn+3 + . . . ) . . . ) für n = 0, 1, 2, . . . ,

welche durch folgende Rekursion definiert werden:

ε0(a) = bac, r0(a) = {a}
εn+1(a) =

⌊
ϕ
(
rn(a)

)⌋
, rn+1(a) =

{
ϕ
(
rn(a)

)}
,

wobei x = ϕ(y) die Umkehrfunktion von y = f(x) bezeichnet.

Mit f(x) = x
β

für β = 2, 3, . . . entspricht die f -Entwicklung einer Zahl a der gewöhn-

lichen Darstellung zur Basis β, a =
∑∞

n=0
εn

βn , und mit f(x) = 1
x

der Kettenbruchdar-
stellung von a.

Rényi konnte zeigen, dass unter gewissen einfachen Bedinungen an f eine Darstel-
lung der Form (8.1) für jede reelle Zahl a exisitert. Für eine monoton fallende Funktion
f etwa sind folgende drei Bedingungen hinreichend:

• f(1) = 1

• f(t) ist positiv, stetig und streng monoton fallend für 1 ≤ t ≤ T und f(t) = 0
für t ≥ T mit 2 < T ≤ +∞

(
T = +∞ bedeute dabei limt→∞ f(t) = 0)

)

• |f(t2) − f(t1)| ≤ |t2 − t1| für 1 ≤ t1 < t2 und es gibt eine Konstante λ mit
0 < λ < 1 und |f(t2) − f(t1)| ≤ λ|t2 − t1| falls 1 + f(2) < t1 < t2

Für eine monoton wachsende Funktion f existiert eine Darstellung der Form (8.1) für
jede reelle Zahl a etwa dann, wenn f folgende drei Bedingungen erfüllt:

• f(0) = 0
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• f(t) ist stetig und streng monoton wachsend für 0 ≤ t ≤ T und f(t) = 1 für
t ≥ T mit 1 < T ≤ +∞

(
T = +∞ bedeutet dabei limt→∞ f(t) = 1

)

• f(t2)−f(t1)
t2−t1

< 1 für 0 ≤ t1 < t2

W. Parry [107] betrachtete nun spezielle f -Entwicklungen der Form

x = ε0(x) +
ε1(x)

β
+
ε2

β2
+ . . .

Dies ist eine f -Entwicklung mit

f =
x

β
,

die, falls β eine ganze Zahl ≥ 2 ist, der bekannten β-adischen Entwicklung entspricht.
Allerdings wird für Parry’s sogenannte “β-Entwicklung” (β-expansion) nicht die Ganz-
zahligkeit von β vorausgesetzt, sondern nur β > 1.

Da wegen der Art der Definition der f -Entwicklung für die Umkehrfunktion von f
keine Argumente größer oder gleich 1 auftreten können, macht es keinen Unterschied
wenn wir statt der f -Entwicklung für f = x

β
die f -Entwicklung zur Funktion

f(x) =

{
x
β

für 0 ≤ x ≤ β

1 für x > β

betrachten. Diese Funktion erfüllt nun die weiter oben gestellten Bedingungen an mo-
noton wachsende Funktionen, denn:

• f(0) = 0
β

= 0

• f(t) ist stetig und streng monoton wachsend für 0 ≤ t ≤ β und f(t) = 1 für
t ≥ β. Außerdem ist β > 1.

• f(t2)−f(t1)
t2−t1

=
t2−t1

β

t2−t1
= 1

β
< 1 für 0 ≤ t1 < t2

Daher besitzt jede reelle Zahl a eine β-Entwicklung bezüglich jedem reellen β > 1.

Auch folgende Sichtweise der β-Entwicklung ist möglich: Wir definieren eine Trans-
formation Tβ durch

Tβx = βx− bβxc für 0 ≤ x < 1.

Dann ist die β-Entwicklung einer reellen Zahl a mit 0 ≤ a < 1 gegeben durch

x =
∞∑

n=0

εn(a)β−n−1
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mit Koeffizienten εn = bβT n
β ac für n ≥ 0.

Durch die Zuordnung πβ(x) = ε0(x)ε1(x) . . . ist die β-Transformation isomorph zu
einer Abbildung auf den Produktraum MN, wobei M den Zustandsraum {0, 1, . . . , β0}
bezeichnet und β0 = bβc ist. Dann wird ein Maß µβ auf MN durch πβπ

−1
β generiert.

Näheres zu β-Entwicklung bzw. deren Realisation finden sich etwa in der Diplomarbeit
von W. Steiner [135] oder bei S. Ito und Y. Takahashi [56].

Nun können wir folgende, auf S. Ito und I. Shiokawa [55] zurückgehende Definition
angeben:

Definition 8.6.1 Eine reelle Zahl a = a0a1a2 . . . , gegeben in β-Entwicklung mit β > 1
(bzw. die zugehörige Folge a0a1a2 . . . ) heißt “β-normal”, wenn für jede positive ganze
Zahl k und jeden k-stelligen Ziffernblock Bk die Gleichung

lim
n→∞

N(Bk, An)

n
= µβ(Bk)

erfüllt ist. Dabei bezeichnet wie gewohnt An die ersten n Ziffern von a und N(Bk, An)
jene Anzahl, mit der Bk in An auftritt.

Folgender Satz liefert ein Kriterium für β-Normalität:

Satz 8.6.1 Sei a eine reelle Zahl, gegeben in β-Entwicklung, und es existiere eine
Konstante C, die nur von β abhängt, so dass die Ungleichung

lim sup
n→∞

N(Bk, An)

n
< Cµβ(Bk)

für jeden Ziffernblock Bk beliebiger Länge gilt. Dann ist a β-normal.

Ein Beweis dieses Satz folgt unmittelbar aus A.G. Postnikov [117, Satz 6, S. 46].

Eine Konstruktion einer β-normalen Zahl liefert folgende, von S. Ito und I. Shio-
kawa [55] stammende, auf der Konstruktion von D.G. Champernowne (siehe Kapitel
4.1) basierende Vorgehensweise:
Ein k-stelliger Ziffernblock Bk heiße “β-zulässig” (β-admissible), wenn es eine reelle
Zahl a mit 0 ≤ a < 1 und eine natürliche Zahl n gibt, so dass Bk = b1b2 . . . bk =
εn(a)εn+1(a) . . . εn+k−1(a) gilt. Dabei bezeichnet εj(a) für j ≥ 0 die j-te Ziffer der β-
Entwicklung von a.

Wir bezeichnen nun die Menge aller β-zulässigen Wörter von Länge k (bzw. alle
zulässigen k-stelligen Ziffernblöcke) mitWk und die Mächtigkeit dieser Menge mit #Wk.
Sei

Ck = Ck1Ck,2 . . . Ck,#Wk
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jener Ziffernblock von Länge k · #Wk, der aus allen, lexikonographisch geordneten
Ziffernblöcken aus Wk besteht. Dann ist die Zahl

0.C1C2 . . . Ck . . .

β-normal. Ein Beweis dieser Behauptung findet sich bei Ito und Shiokawa [55]

Anmerkung: Falls β eine ganze Zahl größer als 1 ist, dann entspricht der soeben
konstruierten Zahl die Champernowne-Zahl zur Basis β.

8.7 Normale Kettenbrüche

Jede irrationale Zahl a besitzt eine Darstellung der Form

a = bac +
1

a1 +
1

a2 +
1

a3 + ...

, (8.2)

wobei alle ai für i ≥ 1 positive ganze Zahlen sind. Diese Darstellung heißt “(unend-
liche) Kettenbruchentwicklung” bzw. “(unendliche) reguläre Kettenbruchentwicklung”
(regular continued fraction, RCF ) und besitzt den Vorteil, dass sie im Gegensatz zu
den β-adischen Entwicklungen basisfrei ist. Die Koeffizienten ai lassen sich recht ein-
fach rekursiv berechnen.
Wir schreiben (8.2) in der Form [bac; a1, a2, a3, . . . ] (gelegentlich wird auch die Schreib-
weise [bac; 1/a1, 1/a2, 1/a3, . . . ] verwendet).

Rationale Zahlen besitzen ebenfalls eine (reguläre) Kettenbruchentwicklung, aller-
dings bricht diese nach endlich vielen Gliedern ab. Auch ist diese Darstellung für ra-
tionale Zahlen nicht ganz eindeutig, da etwa

1

2
=

1

1 + 1
1

ist. Wenn man allerdings verlangt, dass der letzte Koeffizient der (endlichen) Ketten-
bruchdarstellung ungleich 1 sein muss wird diese Darstellung auch für rationale Zahlen
eindeutig.

Grundlegendes zu Kettenbrüchen findet man etwa bei O. Perron [110] oder C.D. Olds [103].
Nebenbei bemerkt gelang der erste Beweis für die Irrationalität von π Johann Heinrich
Lambert im Jahr 1766, indem er zeigte dass arctan 1 = π/4 eine unendliche Ketten-
bruchentwicklung besitzt.
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Nun kann man der Kettenbruchentwicklung eine Transformation Tx = {1/x} auf
dem Einheitsintervall zuordnen (vgl. Kapitel 8.6), und es exisitert ein Wahrschein-
lichkeitsmaß, bezüglich dessen T maßtreu und ergodisch ist (im Fall der β-adischen
Entwicklungen ist die zugehörige Transformation Sx = {βx} und das entsprechen-
de Maß das Lebesgue-Maß). Dabei bedeutet “maßtreu”, dass Bild und Urbild einer
(messbaren) Menge unter der Transformation dasselbe Maß besitzen. “Ergodisch” be-
deutet, dass Bild und Urbild einer Menge unter der Transformation nur dann ident
sein können, wenn sie Maß 0 oder 1 besitzen (siehe etwa P. Billingsley [11]).

Das der oben genannten Transformation T zugehörige maßtreue und ergodische
Wahrscheinlichkeitsmaß ist das Gauss’sche Maß, gegeben durch

P (dx) =
dx

(1 + x) log 2
.

Nun kann Normalität der Kettenbruchentwicklung irrationaler Zahlen in natürlicher
Weise definiert werden. Die relative Häufigkeit für das Auftreten des Koeffizienten “1”
muss bei einer Zahl, die normal bezüglich der Kettenbruchentwicklung ist, etwa gegen

∫ 1

1/2

P (dx) =
log(4/3)

log 2

konvergieren, die relative Häufigkeit für das Auftreten des Koeffizienten “2” gegen
∫ 1/2

1/3

P (dx) =
log(9/8)

log 2
,

bzw. allgemein die relative Häufigkeit für das Auftreten einer Ziffer b gegen

∫ 1/b

1/(b+1)

P (dx) =
log
(

b+1
b

)
− log

(
b+2
b+1

)

log(2)
=

log
(

(b+1)2

b(b+2)

)

log 2
.

Beispielsweise aus dem individuellen Ergodensatz kann man nun folgern, dass die Ket-
tenbruchdarstellung fast aller reellen Zahlen normal ist (eine genaue Darstellung findet
sich etwa bei P. Billingsley [11, S. 40-50]).

Manche irrationalen Zahlen besitzen sehr einfach strukturierte Kettenbruchentwick-
lungen, so etwa

1 +
√

5

2
= [1; 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, . . . ]

√
2 = [1; 2, 2, 2, 2, 2, 2, 2, 2, 2, 2, 2, 2, . . . ]√
3 = [1; 1, 2, 1, 2, 1, 2, 1, 2, 1, 1, 2, 1, . . . ]

e = [2; 1, 2, 1, 1, 4, 1, 1, 6, 1, 1, 8, 1, . . . ]√
e = [1; 1, 1, 1, 1, 5, 1, 1, 9, 1, 1, 13, 1, . . . ].
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Die Kettenbruchentwicklungen aller soeben angeführten Zahlen sind ganz offensichtlich
nicht normal. Allerdings besitzen nur sehr wenige Zahlen solch einfache Kettenbruch-
entwicklungen, etwa quadratische Irrationalzahlen oder Ausdrücke der Form e1/n mit
n ∈ N+. Die Kettenbruchentwicklungen der meisten Zahl sind mehr oder weniger un-
regelmäßig, es ist etwa

π = [3; 7, 15, 1, 292, 1, 1, 1, 2, 1, 3, 1, 14, 2, 1, 1, 2, 2, 2, 2, 1, 84, . . . ]√
π = [1; 1, 3, 2, 1, 1, 6, 1, 28, 13, 1, 1, 2, 18, 1, 1, 1, 83, 1, 4, . . . ]

3
√

2 = [1; 3, 1, 5, 1, 1, 4, 1, 1, 8, 1, 14, 1, 10, 2, 1, 4, 12, 2, 3, 2, 1, . . . ],

und für keine dieser Zahlen ist die Frage nach Normalität der Kettenbruchentwicklung
geklärt. Interessanterweise konvergiert aber für fast alle irrationalen Zahlen das geome-
trische Mittel der ersten n Koeffizienten der Kettenbruchentwicklung gegen eine feste
Konstante, also

lim
n→∞

n
√
a1 · a2 · · · · · an = 2.685452001 · · · = K0,

wie A. Khintchine (auch z.B. “Chinčin” geschrieben) im Jahr 1935 festgestellt hat (sie-
he A. Khintchine [61] und auch Bailey, Borwein, Crandall [5]). Entsprechend wird die
Konstante K0 als “Khintchinesche Konstante” bezeichnet.

Eine Konstruktion eines normalen Kettenbruchs geben R. Adler, M. Keane und
M. Smorodinsky [1] an. Inspiriert von der Vorgehensweise von D.G. Champernowne [23]
(siehe Kapitel 4.1) reihen sie die endlichen Kettenbruchentwicklungen der rationalen
Zahlen

1

2
,
1

3
,
2

3
,
1

4
,
2

4
,
3

4
,
1

5
,
2

5
,
3

5
,
4

5
,
1

6
,
2

6
,
3

6
, . . .

bzw. nur der gekürzten Brüche

1

2
,
1

3
,
2

3
,
1

4
,
3

4
,
1

5
,
2

5
,
3

5
,
4

5
,
1

6
,
5

6
,
1

7
,
2

7
, . . .

aneinander und enthalten dadurch jeweils einen normalen Kettenbruch. Die letzte der
beiden Konstuktionen liefert die Zahl

[0; 2, 3, 1, 2, 4, 2, 1, 3, 5, . . . ] = 0.4403388 . . . ,

welche als “Adler-Keane-Smorodinsky-Zahl” bezeichnet wird.

C. Kraaikamp und H. Nakada [70] stellen einen Zusammenhang zwischen Norma-
lität bezüglich verschiedener Arten von Kettenbrüchen her. In ähnlicher Weise wie
oben bezüglich der regulären Kettenbruchentwicklung (RCF) läßt sich auch Norma-
lität bezüglich der Kettenbruchentwicklung von unten (continued fraction from below,
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CFB)

a = bac +
1

a1 −
1

a2 −
1

a3 − ...

, ai ≥ 2, i ≥ 1,

bzw. der Kettenbruchentwicklung durch näheste ganze Zahlen (nearest integer conti-
nued fraction, NICF )

a = (a) +
ε1

a1 +
ε2

a2 +
ε3

a3 + ...

, ai ≥ 2, εi ∈ {−1, 1}, εi+1 + ci ≥ 2, i ≥ 1,

definieren, wobei (a) hier den auf die näheste ganze Zahl gerundeten Wert von a be-
zeichnen soll (siehe C. Kraaikamp [68] und H. Nakada [94]). Kraaikamp und Naka-
da [70] zeigten, dass aus Normalität bezüglich der RCF-Entwicklung auch Normalität
bezüglich der BCF-Entwicklung folgt, und dass RCF-Normalität äquivalent mit NICF-
Normalität ist. Insbesondere ist die Adler-Keane-Smorodinsky-Zahl auch BCF-normal
und NICF-normal.

8.8 Normalität der Ordnung k

Von I.J. Good stammt der Begriff “Normalität der Ordnung k” (normality of order
k). Eine reelle Zahl a heißt “normal der Ordnung k” (bezüglich einer Basis β), wenn
in der β-adischen Entwicklung von a für eine feste ganze Zahl k ≥ 1 jeder k-stellige
Ziffernblock Bk mit einer asymptotischen relativen Häufigkeit von β−k auftritt, wenn
also (mit der Schreibweise von Kapitel 2.1)

lim
n→∞

1

n
N(Bk, An) =

1

βk

für alle k-stelligen Ziffernblöcke Bk gilt.

Somit ist eine Zahl genau dann normal der Ordnung 1, wenn sie einfach normal ist,
bzw. genau dann normal, wenn sie normal der Ordnung k für alle k ≥ 1 ist. Ergeb-
nisse zu Normalität der Ordnung k und Konstruktionen von Zahlen, die normal der
Ordnung k sind, finden sich etwa bei I.J. Good [45], C.T. Long [80], N.G. de Bruijn
[20], N.M. Korobov [66] und D. Rees [119]. Einen Zusammenhang zwischen Normalität
der Ordnung k und (j, ε)-Normalität (siehe Kapitel 8.5) stellt R.G. Stoneham [137] her.



Kapitel 9

Bemerkungen

Die vorliegende Arbeit erhebt selbstverständlich keinerlei Anspruch auf Vollständig-
keit. Auf viele, durchaus interessante Aspekte konnte aus Zeit- und Platzgründen nicht
näher eingegangen werden. Daher seien an dieser Stelle diverse Hinweise ergänzend
angefügt:

In Kapitel 3.1 wurde bereits kurz auf Verbindungen zwischen normalen Zahlen
und Ergodentheorie hingewiesen. Beispielsweise T. Kamae [58][59] untersuchte nor-
male Zahlen unter diesem Gesichtspunkt, besonders Teilfolgen normaler Folgen (siehe
auch G. Helmberg [51]). Zusammenhänge zwischen normalen Zahlen und Ergodentheo-
rie finden sich etwa auch bei M. Smorodinsky und B. Weiss [134], P. Billingsley [11]
und in der Diplomarbeit von P.J. Grabner [46].

Johann Cigler erklärte “Ein gruppentheoretisches Analogon zum Begriff der norma-
len Zahl”, indem er statt der Transformation Ta = βa − bβac auf R/Z entsprechen-
de Transformationen auf allgemeinen kompakten abelschen Gruppen betrachtete, und
konnte viele Resultate auf diesen allgemeineren Fall übertragen (siehe J. Cigler [27][28]
und L. Auslander [4]).

F. Schweiger [129] untersuchte “Normalität bezüglich zahlentheoretischer Transfor-
mationen” und beschäftigte sich mit der Frage, für welche Paare T, S von Transforma-
tionen aus T -Normalität auch S-Normalität folgt (dies ist etwa dann der Fall, wenn es
n,m,∈ N mit T n = Sm gibt).

Brown, Moran und Pearce [16] zeigten, dass sich jede reelle Zahl als Summe von
vier Zahlen schreiben lässt, von denen jede nicht-normal zu allen Basen in einer Klasse
S, aber normal zu allen Basen in einer Klasse R ist, wobei äquivalente Basen stets in
derselben Klasse liegen müssen (vgl. Kapitel 5.3).

Unter anderem Ahn und Choe [2] sowie Choe, Hamachi und Nakada [26] betrach-
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teten modulo 2 normale Zahlen. G.H. Choe [25] untersuchte auch “Weighted normal
numbers”.

D.H. Bailey und R.E. Crandall [7] sowie S. Pincus und B.H. Singer [113] zeigten,
wie sich normale Zahlen zur Konstruktion von maximally irregular sequences bzw. Zu-
fallsgeneratoren heranziehen lassen können.

L. Olsen [105] beschäftigte sich mit “Extremely non-normal continued fractions”
(vgl. Kapitel 8.7).

In Kapitel 3.1 haben wir gezeigt, wie viele normale Zahlen es in Bezug auf des
Lebesgue-Maß gibt. Ein in gewisser Hinsicht geeigneteres Mittel zur Angabe von Aus-
sagen über die Anzahl normaler Zahlen ist die Hausdorff-Dimension (siehe F. Haus-
dorff [50]). Die Hausdorff-Dimension von Mengen normaler bzw. nicht-normaler Zahlen
wurde recht ausführlich untersucht.
W.M. Schmidt [125] zeigte, dass die Menge aller zu keiner Basis normalen Zahlen
Hausdorff-Dimension 1 besitzt.
K. Nagasaka [91] bewies, dass die Menge aller zu einer Basis β nicht-normalen Zahlen,
ebenso wie die Menge der zu dieser Basis einfach normalen, aber nicht normalen Zah-
len, Hausdorff-Dimension 1 besitzt.
A.D. Pollington [115] zeigte unter Verwendung eines Resultats von H.G. Eggleston [40],
dass die Menge jener Zahlen, die zu allen Basen in einer Klasse R normal und zu allen
Basen in einer Klasse S nicht normal sind (wobei äquivalente Basen stets in derselben
Klasse liegen müssen), Hausdorff-Dimension 1 besitzt (vgl. Kapitel 5.3). Eine Verall-
gemeinerung der erhaltenen Resultate findet sich bei Pollington [116].
Pollington untersuchte auch “The Hausdorff dimension of a set of non-normal well
approximable number” [114], Nagasaka [92] betrachtete die Hausdorff-Dimension von
Zahlen, die nur zu gewissen Basen nicht normal sind, G. Brown, W. Moran und
C.E.M. Pearce [18] brachten “Riesz products, Hausdorff dimension and normal num-
bers” in Zusammenhang. Weiteres zu Hausdorff-Dimensionen im Zusammenhang mit
normalen Zahlen liefern etwa M. Mendès France [86], J. Cigler [29], C.M. Colebrook [30],
B. Volkmann [146] sowie L. Olsen [106].

G. Brown, W. Moran und A.D. Pollington [19] gewannen Ergebnisse darüber, was
sich über Normalität bezüglich verschiedener Potenzen einer festen Zahl als Basis aus-
sagen lässt.

M. Smorodinsky und B. Weiss [134] besprachen “Normal sequences for Markov
shifts and intrinsically ergodic subshifts” und gaben eine entsprechende Konstruktion
an, die auf der Champernowne’schen Konstruktion (siehe Kapitel 4.1) basiert.

Beispielsweise C.M. Colebrook und J.H.B. Kemperman [31] sowie B. Volkmann [147]
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verfassten Artikel “On non-normal numbers”, ein Thema, mit dem sich etwa auch
M.J. Pelling [109] auseinandersetzte. G. Martin [81] betrachtete “Absolutely abnormal
numbers”, L. Olsen [106] untersuchte gar “Extremely non-normal numbers” und zeigte,
that from a topological point of view most numbers fail to be normal in a spectacular
way und that (in the Baire sense) most numbers are as far from beeing normal as
possible.
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Liste verwendeter Symbole und
Abkürzungen

# Anzahl der Elemente einer Menge
|x| Betrag von x
‖x‖ Abstand zur nächsten ganzen Zahl, ‖x‖ = mink∈Z |x− k|
bxc Ganzer Teil von x, bxc = max{k ∈ Z : k ≤ x}
dxe Kleinste ganze Zahl größer oder gleich x, dxe = min{k ∈ Z : k ≥ x}
{x} Bruchteil von x, {x} = x− bxc
ggT Größter gemeinsamer Teiler
kgV Kleinstes gemeinsames Vielfaches

N Z Q R C Natürliche, ganze, rationale, reelle, komplexe Zahlen
N+ Positive natürliche Zahlen

o(n),O(n) Landau-Symbole
f � g Vinogradov-Notation (f = O(g))

f ∼ g f ist asymptotisch gleich g, limx→∞
f(x)
g(x)

= 1

deg p Grad eines Polynoms p


