
Lagrange-Inversion

Sei Φ(z) analytisch in Umgebung von 0, Φ(0) = 0, Φ′(0) 6= 0.
Dann gibt es eine um 0 analytische Funktion g(w) mit

g ◦Φ = id Φ ◦ g = id

(in passenden Umgebungen von 0).
Weiters gilt

[wn] g(w) =
1

n

[

zn−1
] 1

(Φ(z)/z)n
.



Singularity Analysis — Standard Scale

Sei α ∈ C \ Z≤0 und

f (z) = (1− z)−α.

Dann gilt

[zn] f (z) ∼
nα−1

Γ(α)

(

1 +
e1

n
+

e2

n2
+ · · ·

)

,

wobei

e1 =
α(α − 1)

2
,

e2 =
α(α − 1)(α − 2)(3α − 1)

24
,

e3 =
α2(α− 1)2(α− 2)(α − 3)

48
.



Singularity Analysis — Logarithmic Scale

Sei α ∈ C \ Z≤0 und

f (z) = (1− z)−α

(

1

z
log

1

1− z

)β

.

Dann gilt

[zn] f (z) ∼
nα−1

Γ(α)
(log n)β

(

1 +
C1

log n
+

C2

log2 n
+ · · ·

)

,

wobei

Ck =

(

β

k

)

Γ(α)
dk

dsk
1

Γ(s)

∣

∣

∣

∣

s=α

.



Sattelpunktmethode
∫

B

A
F (z) dz ; F = ef . C = C(0) ∪ C(1); f ′(ζ) = 0

SP1. Tails pruning

∫

C(1)

F (z) dz = o

(
∫

C
F (z) dz

)

.

SP2. Central approximation

f (z) = f (ζ) +
1

2
f ′′(ζ)(z − ζ)2 + O(ηn)

mit ηn → 0 gleichmäßig für n → ∞ und z ∈ C(0).
SP3. Tails completion

∫

C(0)

e
1
2
f ′′(ζ)(z−ζ)2 dz ∼ εie−iα/2

∫ ∞

−∞
e−|f ′′(ζ)|x2/2 dx

= εie−iα/2

√

2π

|f ′′(ζ)|
,

wobei f ′′(ζ) = e iα|f ′′(ζ)| und ε ∈ {±1}.



Resultat

1

2πi

∫

B

A

ef (z) dz ∼ εe−iα/2 ef (ζ)
√

2π|f ′′(ζ)|
= ±

ef (ζ)
√

2πf ′′(ζ)
.



Mellin-Transformation: Eigenschaften

f ∗(s) =

∫ ∞

0
f (x)xs−1 dx f (x) =

1

2πi

∫

c+i∞

c−i∞
f ∗(s)x−s ds

f (x) f ∗(s) 〈α, β〉

Linearkombination Linearkombination
xk f (x) f ∗(s + k) 〈α− k , β − k〉
f (xρ) 1

ρ f
∗
(

s

ρ

)

〈ρα, ρβ〉

f (µx) µ−s f ∗(s) 〈α, β〉 µ > 0

f (x) log x d

ds
f ∗(s) 〈α, β〉

x d

dx
f (x) −sf ∗(s) 〈α′, β′〉 = Durchschn.

FS f (x), x d

dx
f (x)



Mellin-Transformation: Beispiele und Hankel-Kontur

Beispiele

M(e−x )(s) = Γ(s),

M(e−x2)(s) =
1

2
Γ
( s

2

)

,

M(1[0,1])(s) =
1

s
,

M(log(1 + x)) =
π

s sin(πs)
,

M

(

1

ex − 1

)

= ζ(s)Γ(s)

Hankel-Kontur

M(f )(s) =
1

2πi

π

sinπs

∫

H
f (z)(−z)s−1 dz −1 H



Korrespondenz f (x) und f
∗(s)

f (x) f ∗(s)

f (x) = O(xα) für x → 0 Linker Rand −α des FS
f (x) = O(xβ) für x → ∞ Rechter Rand −β des FS

Entwicklung bis O(xγ) für x → 0 Merom. Forts. bis Re s > −γ
Entwicklung bis O(xδ) für x → ∞ Merom. Forts. bis Re s < −δ

Term xk logℓ x bei x = 0 Pol mit Sing. El. (−1)ℓℓ!
(s+k)ℓ+1

Term xk logℓ x bei x = ∞ Pol mit Sing. El. − (−1)ℓℓ!
(s+k)ℓ+1



Hurwitz Zeta Function

ζ(s, α) :=
∑

n>−α

1

(n + α)s
, Re s > 1

Abschätzung für |t| → ∞ und σ0 ≤ Re s = σ ≤ σ1:

|ζ(s, α)| = O(|t|τ(σ) log |t|), τ(σ) =























1
2 − σ σ ≤ 0,

1/2 0 ≤ σ ≤ 1
2 ,

1− σ 1
2 ≤ σ ≤ 1,

0 σ ≥ 1,

wobei der Faktor log |t| nur in Umgebung von σ = 0 und σ = 1
erforderlich ist.



Euler-Maclaurinsche Summenformel

b
∑

n=a

f (n) =

∫

b

a

f (x) dx +
f (b) + f (a)

2

+

K
∑

k=1

B2k

(2k)!
·
(

f (2k−1)(b)− f (2k−1)(a)
)

−
1

(2K + 1)!

∫

b

a

f (2K+1)(x)B2K+1({x}) dx

Hier sind Bn(x) die Bernoulli-Polynome

zexz

ez − 1
=

∑

n≥0

Bn(x)
zn

n!

mit B ′
n(x) = nBn−1(x) und Bn(1)− [n = 1] = Bn(0) = Bn.


