Lineare Algebra 1 ‘WS 2009/2010 6. Ubungsblatt

Vollstandige Induktion kann bei manchen Beispielen niitzlich sein.

34. Sei A € K™*" und sei D € K™*™ eine Diagonalmatrix (eine Matrix M = (mjx)i<j<m
1<k<m
heift Diagonalmatrix, wenn mj, = 0 fiir j # k). Zeigen Sie: Man erhélt DA, indem man die

i-te Zeile von A mit dem i-ten Hauptdiagonalelement von D multipliziert.
Geben Sie eine dhnliche Interpretation fiir die Multiplikation einer Matrix mit einer Diago-

nalmatrix von rechts an.

35. Seien A € K™ und B € K™*" symmetrisch (eine Matrix M heift symmetrisch, wenn
M" = M). Zeigen Sie: AB ist genau dann symmetrisch, wenn A und B kommutieren (man
sagt, dass zwei Matrizen M; und My kommutieren, wenn My My = Mo M).

36. Eine Matrix A = (ajk)1<j<n € K™*™ heifit obere Dreiecksmatrix, wenn a;;, = 0 fiir j > k
1<Zk<n
gilt. Die Menge der oberen Dreiecksmatrizen in K™*" werde mit R, (K) bezeichnet.

Zeigen Sie durch direkte Rechnung oder mittels vollstandiger Induktion, dass R,,(K) beziig-
lich der Multiplikation abgeschlossen ist.
37. Fiihren Sie die folgenden Polynomdivisionen aus:
(a) (@°+1):(z—1)
(b) Bzt +222 4+ +7): (222 +4)
38. Geben Sie fiir die in Aufgabe 16 angegebenen Teilmengen des R™, welche Untervektorraume

des R” sind, jeweils ein endliches Erzeugendensystem an.

39. Sei K ein Korper. Welche der folgenden Mengen sind Untervektorrdume von K [X]? (Beweis
oder Gegenbeispiel)
(a) W={aX?+bX°|a,be K}

(b) W ={f € K[X] | deg f < d} fiir ein festes d € Ny

() W=A{feK[X]|degf=2}

(d) W={feR[X]]| f(z) = f(xr+1) fir alle z € R}

) W={feK[X]| f(x) = - f(—=) fir alle z € K}

) W=A{feRX][fB)=T}

) W= {f eR[X]| f(z) = f(z?) fiir alle x € R}

Geben Sie im Fall von Untervektorrdumen jeweils ein (wenn moglich endliches) Erzeugen-

densystem an.

40. Seien o = (14 +/5)/2 und B = (1 — v/5)/2 und

F := {(zn)nen, reellwertige Folge | Vn € Ng : &2 = Tpy1 + Tn te

e
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(a) « und S sind Losungen einer quadratischen Gleichung iiber Q. Welcher?

(b) Zeigen Sie, dass (&")nen, € F und (8™)pen, € F.

(c) Zeigen Sie, dass die Menge {(Aa™ + BB")nen, | A, B € R} eine Teilmenge von F ist.
)

(d) Finden Sie reelle Zahlen A und B derart, dass Aa™ + BG™ = F,, fur alle n € Ny, wobei
F,, die Fibonacci-Zahlen Fy =0, F} =1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, ... sind.

(e) Zeigen Sie, dass {(Aa™ + B3")nen, | A, B € R} = F gilt.

41. Die Folge (25 )nen, mit Elementen aus R? ist durch

o<t )

gegeben. Wie konnte man z, noch beschreiben?



